1. 6ra

Hataselvek

Az ora célja roviden az, hogy megismerkedjiink a variacios modszerekkel. Ez gyakorlatilag egy 1j
nyelv, amire az eddig megszokotthoz (rajzolni egy diagramot az erékkel, aztan F = md) hasonloan
le lehet forditani azt, hogy mi térténik a vilagban. Az elénye az, hogy altalaban sokkal kénnyebb
felirni igy a mozgést leird egyenleteket, mégha megoldani nem is mindig lehet azokat. Mellékesen
pedig ezen a nyelven lesz olvashaté a késébbiekben két egész fontos aga a tudomanyunknak: a
kvantumfizika és az altalanos relativitaselmélet.

Mechanikarol 1éve szo, azt szeretnénk megtudni, hogy hogyan jutunk el valamilyen A pontbol
a B-be. Ezt sokféle titon lehetne megtenni, sok féle I' gérbén; amik mentén valtozhat a "fizika"
valamilyen (egyel6re) ismeretlen f fiiggvények altal kodolva. A fliggvények és a gorbék relative
bonyolult dolgok, ezért keressiink valami egyszeriibbet, mondjuk egy szdmot amit hivjunk S-nek.
Hogy ez is kddolja az Osszes eddigi informaciot, legyen absztraktul

S = S[FI)]

Ami nevesitve azt mondja, hogy S egy funkcionél: ahogyan egy f figgvény (function) egy szamhoz
hozzéarendel egy masikat, az S funkcional egy fiiggvényhez rendel hozza egy szédmot.

A fizika ott kezdddik, hogy ekoziil a sok ut koziil csak egy lehet realis: az alma nem keringézik a
leveg6ben, hanem leesik. Kitiintetett szerepe annak az titnak lesz, ahol ez az S hatéas alig valtozik:
extrémuma van. A legkisebb hatas elve szerint tehat az lesz a fizikailag megvalosuléd palya, amelynek
mentén

0§ =0

Korai minimumelvek

A kérdés mér csak az, hogy mi is ez az S hatas. ElGszor néhany térténelmi példéval kezdiink, és
megbaratkozunk a minimalizalasaval. Az el6adason hallhattunk két fontos elvet:

So :/|ﬁ|ds T:/n(s)ds (1.0.1)

amikrs] belathattuk, hogy azonosan viselkednek. A Fermat elvet méar ismeritek, és levezettétek
belgle a Snellius-Descartes torvényt, miszerint fénytorés esetén a beesési szogek és a torésmutatok
kozti Osszefliggés:

N sin 1 = ng sin g (1.0.2)

A Maupertuis elv még 1j, széval els6 példankban baratkozzunk vele egy kicsit.



1.1. példa: Uttorés részecskére

Van egy tomegpontunk (mondjuk egy elektron) ami kezdetben szabadon mozog egyenes vonalban,
egyenletes sebességgel. Az = tengelyt elérve viszont azt tapasztalja, hogy lecstkken a potenciélis
energidja: a negativ tartomanyban a fentihez képest egy konstans —U potencial tolti ki a teret.

1.1.1. Mi torténik a részecske palyajaval?

1. 4bra. Vazlatos dbra a részecske ttjarol, ami ismerés lehet valahonnan.

Ezt a feladatot kicsit maceras megoldani a Newton térvényekkel, szoval azt késGbbre hagyjuk.
Hasznaljuk helyette a Maupertuis elvet, illetve az energiamegmaradast, felirva a tengelyen adthaladas
el6tti és utani pillanatokra:

Ki=Ky-U (1.1.1)
1 1
imv% = §mv% -U (1.1.2)
2 2
by Dy
— == 1.1.3
2m  2m ( )
pi =p3 —2mU (1.1.4)

2| = \/p}+2mU (1.1.5)

A pontos alak most annyira nem is fontos, a lényeg az, hogy ez konstans fent is és lent is (még ha
nem is ugyanaz a konstans).

A hatas felirdsahoz sziikség lesz még a megtett utakra, amiket valahogy paraméterezni kell egy
koordinatarendszerben. Legyen az Origd a kiindulasi P; pont = tengelyre vetett képe, a tengelyen
athaladés pontjat pedig vegyiik fel valamilyen x pontban, amire végss soron kivancsiak vagyunk.
Két szoget is be tudunk rajzolni, ezek mindjart hasznosak is lesznek.



A hatasunk egy 1t szerinti integral: bontsuk fel ketté.
Py Q Py
So= [ Wls = [ Tilds+ [ llds (1.1.6)
Py Py Q

Mivel az impulzusok mér konstansok, igy ami marad az maganak az ttnak a kiintegralasa. Mivel ez
két egyenes hossza, ez egészen egyszeri:

So = p1y/ 2% +yi +p2y/ (22 — )2 + 3 (1.1.7)

A Maupertuis elv szerint ez minimalis kell, hogy legyen. Nekiink = az egyetlen dolog ami valtozhat,
tehéat

A
— =0 1.1.8
o (1.1.8)

T To— X

Pl—— — P2 L -0 (1.1.9)

Vvt +yi (2 — )% 4+ y3

Kis trigonometriaval

sinf = —— Sinfy = ——2 " (1.1.10)

Va? +yi (2 — )2 + 3

tehat

| p1sinf; = pysino; | (1.1.11)

Ezzel meg is oldottuk a feladatot: a potencialis energia ugrdsa pont olyan hatéssal van a
részecskére, mint a torésmutato ugrasa a fényre. Ha magukat a sebességeket nem ismerjiik, csak a
potencialt és a kimend sebességet (ami gyakori, ha példaul egy laborban mi magunk rakjuk oda a
potencialis energiat, és detektaljuk a kijovs részecskét), akkor atirva:

in 2
- e Zu (1.1.12)
sin 0 Py

1.1.2. Hova lett a lendiiletmegmaradas?

Maér az energiamegmaradas els§ felirt soraban lathattuk, hogy a lendiilet itt gyantsan nem marad
meg. Hogy ezt kicsit jobban kivesézziik, bontsuk fel a lendiileteket komponensekre p' = (p,py)
modon, és nézzik meg az x iranytakat:

P1,z = |pi]sinéy P2,z = |p2|sin by (1.1.13)

Rogton lathatjuk:
Pl = P2,z (1114)

tehat a hatarfeliilettel parhuzamos irdnyu lendiilet nem valtozik, megmarad. Ennek mélyebb oka
a szimmetridkban rejlik: a rendszeriink szimmetrikus arra, hogy eltoljuk a P, és P, pontokat a
tengellyel parhuzamosan, attél nem véltozik semmi. Ha arra merélegesen tolnank el, akkor viszont
beletitkozhetiink a falba, amin til mar nem ugyanarrél a fizikai problémérél beszéliink.



1.1.3. Newtonos megoldas

A feladat régimodibb megoldasahoz kis triikkGzésre van sziikség. Végss célunk megoldani a Newton-
egyenletet, ami az energiamegmaradésnak hala

—VU =7 (1.1.15)

Ami itt bajos lehet, az a VU. Nekiink ez a lépcs@szert ugras a potencidlban a Heaviside 1épcséfiigg-
vénnyel irhato le
U(z,y) = -UB(—y) (1.1.16)

Ami nem folytonos, ezért derivalni sem lehet szépen disztribicioelmélet nélkiil. Ha éppen nem jut
esziinkbe, hogy az alapjan ennek pont egy Dirac-delta a derivaltja, akkor a kévetkezd triikkoket
lehet bevetni.!

A lépcsotiiggvény sokféleképpen kozelithets. Egyik mod példaul a

1 1
O(y) =~ 5 + itanh (ky) (1.1.17)

ami visszaadja a lépcsét, ha k — oco. Ezt mér vigan lehet derivélni:

1 k

~ 1 1.1.18
2 cosh? (ky) ( )

9,0(y)

Ennek a fiiggvénynek pedig van egy hasznos tulajdonsaga:

©1 1
/ ——du=1 (1.1.19)

9 2
oo 2 cosh”u

0
Uli_ & :d<$> (1.1.20)
2 cosh? (ky) de Dy

Amibdl rogton latszik, hogy p, allandd. A masik komponensre vonatkozo egyenlet pedig

Beirva, a Newton torvény alakja:

1 k d
e _ Py (1.1.21)
2 cosh” (ky)  dt
Ha ennek a kezdeti és végallapotbeli megvaltozasara vagyunk kivancsiak, akkor egy kis
dpy . dy . 1
o W= g,y = ddpy = —pydpy (1.1.22)
atirds utén kiintegralhatjuk az egyenlet mindkét oldalat y szerint:
1 k 1
U| -————dy=— d 1.1.23
/ 2o )Y " /py Dy ( )
1
U=-—Ap; 1.1.24
5 APy ( )

Tehét tisztan y iranyban kapott a kis részecskénk egy impulzusloketet.

'Ez akkor is hasznos lehet, ha numerikusan prébéljuk megoldani a feladatot.



1.2. példa: Legnagyobb (?) hatas elve

Nézziink egy példat a fényre is. A Fermat elv szerint a fény a legrévidebb idébe kerils uton
kozlekedik, tehat az a palya valésul meg, amelynek mentén a megtett idé minimélis.

T= /n(s)ds (1.2.1)

Most bebizonyitjuk, hogy ez igy nem igaz, egy gorbe tiikor segitségével.

Vegyiik az kezdeti A és a végz6dd B pontokat egy félgdmb alaku tiikor két végében. Természetesen
a legrovidebb ut koztikk az egyenes, de optikabol tudjuk, hogy a fény tud mésmerre is menni:
tiikrozédve. Vegyiik fel valahol a koztes P pontunkat a koriven, és paraméterezziik a 2. abran
lathato szoggel.

2. 4bra. Gorbe tiikron visszavergdés.

Kis geometria utan? a megtett ttszakaszok:
- 2-0 — 2+40
AP = q = 2Rsin (”/ . ) PB = b= 2Rsin <7T/ ; ) (1.2.2)

A Fermat-elvhez fordulva a legrévidebb idére toreksziink. De itt most a térésmutato éppen konstans,
tehat ez ekvivalens lesz a legrévidebb tuttal, azaz

romsemfe () w0 s

2

Ezt kell most derivalnunk 6 szerint, majd nullava tenniink.

0pS = —Rcos (W/22_ 9) + Rcos <7r/2 +0> =0 (1.2.4)

2
cos (F/22_ 9) = cos (W/z; 9) (1.2.5)

Ot megoldhatjuk vizualisan is, esetszétvalasztassal, vagy felhasznalhatunk egy koszinuszok kiilonbsé-
gére vonatkozo Osszefiiggést, aminek hala

sing =0 (1.2.6)

2EgyenlS R szart haromszogeink vannak, amiket meg tudunk felezni. A szarszdget a 6 paraméteriinkbél és a 90
fokbol tudjuk kikombinalni, ami utan egy szinusz felismerése a feladat.



Minden esetre a megoldéasaink:
0 =2nrm, n € Z (1.2.7)

Nekiink ezek koziil 8 = 0 lesz az fontos, minden més ugyanazt jelenti.
Erdekes dolgot figyelhetiink meg viszont, ha megnézziik az idétartam mdsodik derivaltjat is a
minimumban.

837"9:0 x —R [sin% + sin %} (1.2.8)
x —Rsin% (1.2.9)

Ami negativ. Visszaidézve a korabbi matekos tudasunkat, ez azt jelenti, hogy a megval6suld péalyank
nem is egy minimumhoz kéthets. Pont ellenkezbleg, egy lokalis maximumhoz tartozé palyat kévet
ezesetben a fény.

Eppen ezért, most is és a jévben is, barmikor, ha a legkisebb hatés elvét emlegeti valaki, akkor az
altalaban csak egy megszokott elnevezés. Valdjaban inkabb a szélsdértékes hatas elvére gondolunk,
de az sokkal cstinyabban hangzik mind magyarul, mind angolul.?

Felttinhetett, hogy mindkét példaban az integralas igazbol egy-egy egyenes hosszanak kiszamolé-
sara redukalodott. Ez csak didaktikus, és mutatja a Maupertuis elv hatranyéat: mast nem igazan
tudtunk volna kiszdmolni. A probléma az integralassal van, hiszen azt nem mindig lehet elvégezni;
és itt az integralas utan szelektaljuk ki az Osszes lehetséges utbol az igazit. Ha kegyes a fizika, akkor
létezik olyan moédszer, ami ezeket megcseréli.

A Lagrange formalizmus

Felidézve, hogy a hatastol megkoveteljiik, hogy stacionarius legyen:
0§ =0

Vegyiink r4 most egy altalanosabb alakot az eddigieknél. Legyen

S = /jﬁ(m(t),:&(t),t)dt

Hogy ez minimaélis legyen, alkalmazzuk a funkcional derivélas szabalyait: kapunk egy szép egyenletet
az L Lagrange-fiiggvényiinkre:

doL ocC

dt 0~ Oz
az ugy nevezett Euler-Lagrange-egyenletet. Ez egyelére még lehet, hogy cstiinyabbnak t{inik mint
az F = md, de pont arra van a gyakorlat, hogy megbaratkozzunk vele. Ugy altalanossagban két féle
példéaval fogunk talalkozni: lesznek a tipikus feladatok, ahol ezt kell hasznalni ahogy van; és lesznek
gondolkodoésak, ahol ezt az egyenletet nem lehet csak gy rékiildeni a problémara. Nézziink el&szor
par példat az utébbira.

3A pontossagra torekedSknek a staciondrius a bevett sz6.



1.3. példa: Eukleidész

Az els6 kérdés amit segit megvalaszolni a variacioszamitas a kovetkezs:

Mi a legrévidebb it két pont kézdtt?

1.3.1. Paraméterezés

Probaljunk meg elvonatkoztatni attol, hogy tudjuk a valaszt (egyenes). Ha ez megvolt, akkor
rajzoljunk le valami altaldnos gorbét A és B pontok kozt, ahogy azt a 3. abran lathatjuk. Végss
soron arra lesziink kivancsiak, hogy ennek a gérbének a hossza mikor lesz minimaélis: tehat szdmunkra
6 most az S hatas. Hogy 6t megkapjuk egy integréllal, a gorbe mentén kell felsszegezniink a kis ds
ivelemeket, tehat

B
S:/A ds (1.3.1)

Va4

Y1

T T >

Xy X2

3. abra. Egy y(z) fiiggvényként paraméterezett gorbe A és B kozt.

Amivel meg is van a feladat filozofalosabb része. Ami marad az az, hogy hogyan kell ezt az
integralast elvégezni: mik is a hatérok, és hogy fiigg t6lik az ivelem. Descartes-i koordinatakban
dolgozva altalanosan is igaz, hogy két pont kozt a tavolsag s? = 2% 4+ y2. Ez alapjan az infinitezimalis

elmozdulasokra is valid lesz:
ds = /da? + dy? (1.3.2)

Ami mar majdnem j6, de nekiink csak z a véltozo, amits] fligg maga az y, ezért azt a dy-t el lehet
tlintetni. Szorozzuk be eggyel:

dy:dyd—x—%

o
e dxdm =y (x)dz (1.3.3)

Ezzel a hatésintegralunkat méar fel tudjuk irni mint egy szokasos, = szerinti integralas:

B B
S= / Vda? + y2(x)da? = / V14 y?(z)dz (1.3.4)
A TA




1.3.2. Variacio

Megtalaltuk tehat, hogy mi az a Lagrange-fliggvény ami ezt a problémat irja le:

L(y(x),y () = V/1+y?(x) (1.3.5)

Ennek véve a derivaltjait:

2/
or _, oL _1 2

1
dy A 2\/1+y2
Aztan felirhatjuk persze az Euler-Lagrange egyenletet, amihez kell még ez utobbinak a teljes derivaltja.
Most ez ki fog deriilni, hogy felesleges, de gyakorlasként nézziik meg.

2 ///
d ar X VI+y® - or

1+y/2

(1.3.6)

— — prm— P 1- .
dr oy 1+ y’2 0 Ay (1.3.7)
/ 2 _
y/2

1.3.3. A mozgasegyenlet megoldasa

Kaptunk egy szép mésodrendii differencidlegyenletet a "mozgasra". Kicsit nézegetve ez kétféleképpen
teljesiilhet: egyrészt lehet a zardjel nulla

y/2
(1— 1—|—y’2) =0 (1.3.10)
L+y?=y? (1.3.11)
1=0 (1.3.12)

Széval mégsem lehet az a zardjel nulla. Masrészt lehetséges megoldas még

y"'(z) =0 (1.3.13)
y(z)=m (1.3.14)
y(x) =ma+b (1.3.15)
az egyenes.
1.3.4. A szebb megoldas
Ehelyett, vegyiik észre hogy az Euler-Lagrange egyenlet jobb oldala nulla:
d oL oL
Ialdad e 1.3.16
dx dy' Oy ( )
tehéat or .
1 2y
—————— = konst. 1.3.17
o 2\ /1ty? ( )



Még nevet nem adva a konstansnak, ez kicsit atirhato:

/

Y

——— = konst. (1.3.18)
V14 y?
y/2
T4 e = konst. (1.3.19)
y"? = konst. (1.3.20)
y' = konst. (1.3.21)
amit nevezziink el végre:
Y (x)=m (1.3.22)

Ezt integralva x szerint megkapjuk a gyonyort megoldést, miszerint:
y=mx+b (1.3.23)

tehat két pont kozott a legrovidebb tut az egyenes.

1.4. példa: Brachisztokron

Egy egészen hasonlo, de torténelmi jelentdsségti példat kapunk, ha kicsit médositunk az el6z8
feladaton. Az alapkérdéstink most az, hogy (homogén) gravitacios térben milyen gorbe az, amin
legurulva a legkevesebb idébe telik az ut A és B kozott. A legkevesebb idére toreksziink, tehat ami
minimalizadland6 az

B
S:/A dt (1.4.1)

Felhasznalva, hogy v = s/t, illetve az energiamegmaradasbol kapott
L o
gmu” = mgy (1.4.2)
! (1.4.3)
V= 4.
V29y

Osszefliggést, ez atirhato egy dtra vett integralla:

S 1 Bld
= — —ds
V29 Ja VY

Mar csak az a kérdés, hogy mi legyen ds. Az el6z6 feladattal ellentétben most vehetjiik? a vdltozonak
y-t, aminek fliggvénye az x, amivel

(1.4.4)

ds® = [1 4 2% (y)]dy? (1.4.5)

Igy a hatasintegralunk

/T
S—\/@/M 7 dy (1.4.6)

Erre kell most alkalmaznunk az Euler-Lagrange formulat, tigyelve arra hogy most x és y kicserélédtek.

4Nem muszaj, de kénnyebb igy.
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Az integral elstti szorzofaktorokat elhagyva a derivaltak:
oc oL 1 x

oL _ oL _ L @ 1.4.
ox 0 ox' f /1 +-’13/2 ( 7)

Az el6z6 feladatbol tanulva most nem szamitjuk ki -2 Iy T—et mert a mésik nulla: tudjuk tehat, hogy

1 x
\f\/w = konst. (1.4.8)
1 2 1

ahol a konstans azért igy van bevezetve, hogy késébb szép legyen a megoldas. Ez egy diffegyenlet,
amit meg kell oldanunk. Kis rendezéssel

2 Y Y r
=2 4+ = 1.4.10
* 2a + 2a$ ( )
Y
2 2a
= 1.4.11
o2 =Y (1.4.12)
2a —y
Ami felintegralhat6, mint
Y
= d 1.4.13
o= [ o (1.4.13)
Hogy ezt megoldjuk, megsejtjiik a j6 y — ¢ valtozdcserét a tankdnyv segitségével, mint
y =a(l —cosy) (1.4.14)
Amivel
d
d—y = asinp — dy = asinpdy (1.4.15)
¥
és
y a(l — cos ) _ 1—cosp (1.4.16)

20—y 2a—a-+acosp 14cosy

Beirva mindkett6t, az integrandus

- 1-
1—cosyp sin ¢ — a\/ COSY 2 o (1.4.17)
cos @ 14 cosp
:a\/sm p — sin? pcos @ (1.4.18)
14 cosp
1 — cos? p — sin? pcos ¢ (1.4.19)
14 cosp h
1 — cos? p — cosp + cos3 ¢ (1.4.20)
14 cosp h
1 J—
:a\/ + cos (1 — cos )?2) (1.4.21)
14 cosp

= a(l — cosp) (1.4.22)
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Amit mar konnyebb kiintegralni, mint
x = a/(l —cos)dy = a (¢ — sin ) + konst. (1.4.23)

Innentdl a pontos megoldas mar csak kezdeti értékek kérdése. Legyenek 6k x4 = y4 = 0, amikbél
o = 0 kovetkezik, illetve a konstansunk is nulla lesz. A megoldasunk tehat a gorbére:

x=a(p—siny) (1.4.24)
y=a(l—cosyp) (1.4.25)
ahol ¢ parametrizalja a gorbét. Ha eleget nézziik ezt a megoldast, szét tudjuk szedni par darabra:
e a két valtozo6 rendre szinuszosan és koszinuszosa valtozik, ami valami korszertire utal;
e z-hez viszont folyamatosan adodik egy extra ¢ tag, ami eltolja.
Ezek tudatdban nem meglepd, hogy ez a gorbe egy ciklois: az a gorbe, amit akkor kapunk, ha
elguritva egy kereket kdvetiink egy pontot annak a peremén.
Fermat elv

Kicsit kozelebb kertilve a fizikdhoz, most a két pont kdzott utazzon valami létezd dolog is: a fény. Itt
amit minimalizalni szeretnénk az az idg, tehat a hatasintegralunk

s [

alaku kell, hogy legyen. Mivel v = s/t, igy kis atrendezéssel megkapjuk azt az alakot, ami példaul
helyfliggds torésmutatoknél hasznalhato:
1
S = / —ds
v

A fény sebessége pedig egy n torésmutatoju kozegben v = ¢/n, tehat:

ahol a c elhagyhat6: nem azért mert 1, hanem mert nem befolyasolja azt, hogy hol a minimum °.

1.5. példa: Goémbszimmetrikus torésmutatd
Kicsit elszakadva a megszokott koordindtarendszertél, most vegyiink egy kozeget, ahol a térésmutato

n(r) = nog (1.5.1)

modon valtozik: forditéttan ardnyos az origotdl valo tavolsaggal. Felidézve a géombi koordinatéak
esetét, az ivelemnégyzet
ds? = dr? 4 r2dy? (1.5.2)

SHa n szintén konstanst, ez r4 is igaz. Ergo bebizonyitottuk, hogy konstans torésmutaté mellett a fény egyenesen
terjed az el6z6 példa alapjan.
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Mar csak az a kérdés, hogy mi szerint szeretnénk integralni. Két viltozonk van, r és ¢, amik az it
mentén valahogyan fiiggnek egymastol. Most egyszertibb a feladathoz tgy nekiallni, hogy r fiigg
valahogyan a szogtdl, tehat a sugariranya megvaltozast célszeri

dr =r'dy (1.5.3)
alakban irni. Ezzel az ivelemnégyzet:
ds? = (" + r?)dy? (1.5.4)

Beirva mindent, a hatésintegralunk

S =

YB 12 2
noR/ 7de0 (1.5.5)
%)

A r

Felismerve a Lagrange-fiiggvényt, és kicsit atirva:

12 2 /2
c=Y"rT e D (1.5.6)
T T

felirhatjuk az Euler-Lagrange-hoz sziikséges derivéltakat:

or 1 1 -2 12 1
= 5——x P2 = _%7/2 (1.5.7)
T 1 + % T T 1 + %
oL 1 1 1 ! 1
T 1+ % T r 1+ %

Itt mar egyik sem nulla, nincs mese, kell venni az utébbinak a teljes derivaltjat. Ezt szerintem
szorzatfiggvényként célszert, lebontva lépésekre:

d / " % 2 X 2 / 1
@7’% _ T T T4T‘ rr _ ﬁ (T”T - 27“/2) (159)
d 1 1 1 21! x r? — 1’2 x 2y’ 1.5.10
@ r’2 __5 2\ 3/2 % r4 ( o )
1+ > <1 + %)
- (rr'r" =) (1.5.11)

11 1
VIR R

Ha ezek megvannak, a teljes derivilthoz csak 6ssze kell kombinélni Gket:

d oL 1 dr» ¢ d 1
@W = 7r/2 X @ﬁ —+ r72 X @7r/2 (1512)
1+ T 1+ =z
1 1 / 1013
o (T//r _ o2 _ Z”) (1.5.13)
T 1 + % r 1 + z
1 1 1" 2 1" — r’?
= 7’737/2 <T‘ r—2rc—r W (1514)
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Végiil pedig fel tudjuk irni a mozgast megval6sito pélya Euler-Lagrange egyenletét:

d oL oL
—————=0 1.5.15
dpor’ or ( )
1 1 /"2
S (22 T2 (1.5.16)
r3 2 r2 412
1+
0 (1.5.17)
rr!! — 7“/2
e — % — 7‘/27T2 N 0 (1.5.18)
Kis atalakitassal
1o I3 2
r%—wQ—TTTT;:(Wr—M%<1—Zf&):0 (1.5.19)
1+ 7 T+
Lathatolag ez kétféleképpen teljesiilhet. Az egyik opcio:
74/2
N e (1.5.21)
r(p) =0 (1.5.22)
Ami a trividlis megoldéas: nem torténik semmi. A masik kissé izgalmasabb:
(r'"r—1"?) =0 (1.5.23)
Keressiik azokat az r(y) fiiggvényeket, amelyek teljesitik ezt az egyenletet. Kissé atirva
'y = ' (1.5.24)
7! 7”/2

Nem baj, ha ezt még nem latjuk mi lesz. A jobb oldal minden esetre egészen szép, szoval vezessiink
be egy 4j u fiiggvényt, mint

u(p) = — (1.5.26)
r
Mi lesz az 6 derivaltja?
w:iﬂ:ﬂit;iﬂ:ﬂ_i (1.5.27)
dp r r r r
A fentiek alapjan viszont ennek a jobb oldala nulla. Ergo
' =0 — u = konst. = ¢ (1.5.28)
Visszairva az u definiciojaba
7,,/
—=c — () = Aexp (cp) (1.5.29)
-

Ezt lathatolag nem volt konnyd megoldani. Itt bukik el a variaciészamités egyik hatranya: attol,
hogy konnyen fel tudjuk irni a mozgésegyenletet, nem biztos, hogy azt egyszertien (vagy egyaltalan)
meg is tudjuk oldani. A kovetkezd ordakon erre a feladatra latni fogunk majd egy kevésbé favagod
modszert, ami (mint a legtobb szép megoldés a fizikaban) a szimmetridkra alapul.
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