2. Ora

Elméleti frissitd

A Lagrange-i mechanika kezdeteként feltettiik, hogy léteznek valamilyen £ Lagrange-fiiggvények,
amelyekbdl 6ssze tudunk tékolni egy hatast

s= [ o). #e). 0

t1

amely ha stacionarius

0§=0

akkor a megoldasok a fizikai valosagot irjak le. Ezt megkdvetelve, ha alkalmazzuk a funkcionalis
derivalas szabélyait, kapunk egy szép egyenletet magara az £ Lagrange-fiiggvényiinkre:

dAL(r(t),7(t))  IL(r(t),7(t))
At 9r(t) or(t)

az Euler-Lagrange-egyenletet. Milt 6rdn néztiink par gondolkodast igényl$ geometriai példat,
ahol ezt a Lagrange-fiiggvényt nekiink kellett kitalalni agy, hogy az adott feladatot irja le. Szerencsére
a tovabbiakban ez konnyebb lesz.

Klasszikus mechanika

Térjiink at a tipikus mechanikai feladatokra. Ekkor a hatasunk alakja

sz/ﬁmmﬂma:/(xﬁm—vmyﬁ

mert akkor az Euler-Lagrange egy ismerds egyenletre vezet:

doL oL

i’ =@z = o7 |~ VYD)

Ez hasznos, mert a kinetikus és a potencialis energidkat mar ismerjiik: az elébbi mindig %mFQ, a

mésodik pedig a rendszerbdl adodik. Ezt kihasznalva tetszéleges mechanikai feladatokra fel tudjuk
irni a Lagrange-fiiggvényt a kinetikus és potencialis energidkat épitGkockaként hasznélva.



1. abra. Csuszo ék abraja.

2.1. példa: Csiisz6 ék

Els6 példaként vegylink egy asztalt. Rakjunk ré egy haromszog alakd, M tomegi éket, ami strlodas
mentesen tud rajta mozogni. Erre az ékre pedig rakjunk ra egy m tomegi téglatestet, ami szintén
surlédas nélkiil le tud csiszni rajta. Ha engedjiik lecstszni a kis téglatestet, mekkora lesz az €k
gyorsuldsa?

Kezdjiik az els6 1épéssel:

2.1.1. Mi a hatas?

Kell nekiink a £ Lagrange-fiiggvényiink két része: a kinetikus és a potencialis energia. Az utdbbi itt
konnyebb: ahogy cstszik lefele a téglatest, csokken a gravitacioés potencialja. Tehat:

AV =mgAh (2.1.1)

amit paraméterezni kell majd valahogy szépen. Addig is emlékezziink, hogy barhol megvalaszthatjuk
a nullpontjat, de lefelé menve cstkkenni fog.
A kinetikus energiank mér picit tobb tagbol all: az m test is tud mozogni és az M is. Tehat:

K = 1Mgc'ﬁ + 1My‘l2 + 1myc'f + 1my'22 (2.1.2)
2 2 2 2
Ami altalanosan szép és jo, viszont elviekben még semmi nem zérja ki, hogy a kis téglatestiink
egyenesen atessen a haromszogon, a nagy haromszogiink pedig az asztalon. Ehhez egy-egy kényszert
kell kiréni: az m test kényszeresen az ¢k feliiletén kozlekedik lefelé, az M test pedig egyaltalan
nem mozoghat fel-le.
Ahhoz, hogy ez a kényszer teljesiiljon, matekka kell fogalmazni amit szeretnénk kiréni. Kezdjiik
a haromszoggel: ha valami nem mozoghat fel-le, akkor

y1 = konst. — y1 =0 (2.1.3)

A kis téglatestiink ugy kozlekedik lefelé, hogy végig a haromszog élén marad. Ehhez segitségiil hivjuk
a 2. abrat. Azt latjuk, hogy 6ssze tudjuk kdtni a kis téglatest y irdanyd, yo mértéki lecsiszasat azzal,
hogy mennyit mozogtak x iranyba a testek. Kis matekkal:

Y2 = (21 + x2) tan ¢ (2.1.4)
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2. abra. Par szog és szakasz ami segit a kényszer felirasdban.

Ez kétrétrol is hasznos lesz: egyrészt a potencialis energidba pont ezt a magassagmegvaltozast
kerestiik:

AV = —mgys (2.1.5)

mésrészt pedig be tudjuk helyettesiteni a kinetikus energiaba is, mivel
Yo = (%1 + 22) tan (2.1.6)

Felirva tehat, a teljes Lagrange-fiiggvény:

1 1 1
L= §Mac'12 + §m:ﬁ22 + §m(x1 + 352)2 tan? o + mg(x1 + z2) tan g (2.1.7)

2.1.2. Mik a mozgasegyenletek?

Két testiink mozog ebben a rendszerben, amiknek az (x1,21) és (z2,22) koordinataival felirtuk a
hatast. Hogy megkapjuk a mozgasegyenleteket, egyszertien az Euler-Lagrange egyenleteket kell
felirnunk a két testre. Kezdve az els6vel:

oL oL
B = mgtan @ o = Ma + mtan® p(2] + 2) (2.1.8)
tehat az ék mozgasegyenlete:
mgtang = M2y +mtan® p(2) + @) (2.1.9)

A kis téglatestiinkre is fel lehet irni ugyanezeket: vegyiik észre, hogy szinte teljesen szimmetrikus a
Lagrange-iink, annyi a kiilonbség a két valtozo kozt, hogy a kitneikus tagban méas tomeg szerepel. A
kis m tomegi test egyenlete tehat:

mgtan o = may + mtan® p(i] 4 25) (2.1.10)



2.1.3. Mi a palya?

Hogy megkapjuk a trajektoéridkat, meg kell oldanunk a mozgasegyenleteket. Na, ez az a lépés ami
altalanossagban nem lehetséges algebrailag. Szerencsére viszont 1éteznek feladatgyiijtemények olyan
példakkal amikre igen: ez példaul pont megoldhaté. Vegyiik a két mozgasegyenlet kiilonbségét:

0= Mz — mas (2.1.11)
d
0=+ (P12 — P2.2) (2.1.12)
ami igazabdl ismerds lehet:
P1,z — P2,z = konst. (2.1.13)

ez nem mas, mint az x iranyu lendiilet megmaradasa (a forditott elGjelet az okozza, hogy az ék

elmozdulasat ellenkezd iranytnak vettiik fel a téglatestéhez képest). Visszaidézve az elsg orat, itt is

lathatjuk, hogy eltolasinvarians a rendszeriink erre az iranyra, amivel ez az eredmény konzisztens.
Minden esetre, megvan a két egyenlet amit meg kell oldani. Ezeket kicsit atrendezve:

mgtan g — mtan? piy = (M + mtan® @)z (2.1.14)
mgtan g —mtan? g7 = m(1 + tan® @)z (2.1.15)
be tudjuk helyettesitni az els6be Z>-t, amivel

9 gtanp — tan? o2

(M + mtan? p)7] = mgtang — mtan® ¢ 1+ tan® ) (2.1.16)
tan? © .. gtanyp
2 _ 2
<M—|—mtan SD_ml—i—tan%p) 21 = mgtanp — mtan @m (2.1.17)
Vegyiik észre hogy 1+ tan? = 1/ cos?, igy par szogfiiggvényes egyszertisités utan
L4
2 sin . . 9
<M+mtan o —m—; >x1:mgtan<p—msm pgtan ¢ (2.1.18)
cos? p
. 9 1—sin?p\ . .9
M + msin® ¢ 5 1 = mgtan (1l — sin® p) (2.1.19)
cos? p
(M + m sin? cp) & = mgtan ¢ cos® ¢ (2.1.20)
(M—Hnsin2 ©) &1 = mg cos psin (2.1.21)
& = mg cos @ sin @ (2.1922)

M + msin? ¢
amivel meg is valaszoltuk a kérdést: ezzel a konstans gyorsulassal fog mozogni az ékiink.

Ha a mozgas idé6fiiggésére vagyunk kivancsiak, akkor ezt még ki kell integralni kétszer. Emlékez-
tetdiil

1= a (2.1.23)
/x"ldt - /aldt (2.1.24)
21 = art (2.1.25)
/ajldt = /altdt (2.1.26)
21(t) = %ﬁ te (2.1.27)

A masik pedig ugyanigy, as = %al gyorsulassal.



2.2. példa: Félkorrdl lecstszas - 1

Vegyiink egy asztalt, és szogezziink ra egy félkort. Ezutan rakjunk ra egy kis témegpontot, ami
surlédasmentesen lecstuszhat: mi lesz a mozgdsegyenlet?

3. 4bra. Félkor alakn ékrsl valo lecsuszas.

Eldszor irjuk fel a feladatot Descartes-i koordinatarendszerben. Kényszerek nélkiil, a kinetikus
tagban lehetne barmi:

1 1
K = —mi* + ~my? (2.2.1)
2 2
a potencialis energiankat pedig felvehetjiik, mint
V=-—mg(R—y) (2.2.2)
Persze tudjuk, hogy a mozgas itt csak a félkor felilletén torténhet: ez matekul annyit tesz, hogy

2? +9? = R (2.2.3)

Ezzel pedig ki tudjuk fejezni valamelyik valtozonkat a masik fiiggvényében. Legyen most ez z(y),
mert a potenciélis energidban méar amigy is y van.

x=+vR>—y? (2.2.4)
Az 6 derivaltja:
P — (2.2.5)
R2 — 42
Igy a Lagrange-unk:
L y2

Ha ezzel megvagyunk, felirhatjuk az Euler-Lagrange egyenlet két tagjat:

oL 1 L2y(R:2—y®)+2y% -y oL . y?
Y~ _ —— = 14+ ——"" 2.2.7
ay me (RZ _ y2)2 mg &g my + Rz _ y2 ( )

amihez még derivalni kell egyet:

d oc 5 y? 2 2y(R? — %) +2¢°
_——= 14+ —-—" 2.2.
at 07 m[y< e 2>+y e (2.28)




Egyenlévé téve amit kell, és kicsit atalakitva:

1 52y(R?—y?) +2y% -y

2 2,2 3
- . y 22y(R* —y°) + 2y
3™y (2= )2 —mg=m {y <1 + T2 y2> +y (B2 22 (2.2.9)
2Y(R? — %) + ¢ ) Y SY(R? — %) +y°
—g=9l1 2 2.2.10
Yy (RZ — 42)2 9=y +R2,y2 +2y (RZ — 42)2 ( )
DY(RP -yt )ty Y’
Ez nem tul szép. Vezessiik be a tomegpont helyzetét leir6 szoget, amivel
y = Rcosyp (2.2.12)
Ennek hala
R? —y* = R*(1 — cos® ) = R*sin® ¢ (2.2.13)
Beirva a mozgasegyenletbe, leegyszertisodik par dolog;:
R?sin? o + 32 R? cos?
.9 .
—Y Yy — g = 1+ ——5— 2.2.14
Y (R2sin? )2 Y < R2sin? cp) ( )
5 RZ%sin® p + R%cos? o . [ R%sin? o + R?cos® ¢
- G A (2.2.15)
©) R?sin” ¢
1 1
.9 .
Yy — g = 2.2.16
Y yRQSin4go g y(sin24p> ( )
Beirva végiil, hogy
y=—Rsinpp  §j = —R($? cos @ + sin pgp) (2.2.17)
El6szor
—R3¢%sin? p cos c,oL —g=17 ! (2.2.18)
R?sin? ¢ sin? ¢
.95 COSQ . 1
—¢*R— —g_y<_ > ) (2.2.19)
sin” ¢ sin” ¢
aztan
—p?Rcosp — gsin® p = —R(¢? cos ¢ + sin ) (2.2.20)
G = %sing& (2.2.21)

Ezt nem trivialis megoldani, széval egyel6re igy hagyjuk. Lathatéan egy hosszadalmas feladattal
kiizdottiink meg, amin az segitett, hogy attértiink egy 0j valtozora a szog segitségével. Sok faradalmat
megsporolhatunk a jovében, ha ezt ezek utan hamarabb megtessziik, példaul mér a legelején.



Altalanos koordinatak

Eddig a Descartes-i koordinatakban mozogtunk, de ennek kiilonds fizikai szerepe nincsen: barmely
més koordindtarendszerben is szeretnénk, hogy a fizika érvényes legyen. A varidciés modszereknek itt
jon be mégegy elénye a Newtoni mechanikaval szemben: a mozgast leiré egyenletiink pont ugyantgy
néz ki (szinte) minden koordinatarendszerben. Altalanos ¢ koordinatakkal:

S = / Cq(t), d(t))dt

lesz a hatasunk, amire az Euler-Lagrange alakja valtozatlan

o _doc
dq  dt 0¢

Nézziink is egy par példat, ahol latjuk ennek a jelentGsségét.

2.3. példa: Félkorrdl lecstiszas - 2

Jol lathatd ennél a feladatnal, hogy sokat egyszertisit, ha attériink a konfiguraciénkhoz jobban
illeszked valtozora: a szogre. Ezt az el6bb a mozgasegyenlet levezetése utan tettiik meg. A
Lagrange-i mechanikaban viszont rogton az elsd lépésben, a hatas felirasanal is tudunk élni ezzel az
egyszerisitéssel. A valtozonak most a szbget véve, a kinetikus energiank:

L .5 y2
1 5.5 .9 R? cos? ¢
1 22 i 2 R2

= - R — 2.3.3
oMY B <R2 sin? ¢ < )
1

= 5m¢2R2 (2.3.4)

Amit most behelyettesitve szamoltunk ki, de egyébként abbdl is kiindulhattunk volna, hogy mi az
érintGiranyt sebesség egy kor mentén (sugar - szogsebesség). En inkabb a behelyettesitéses szamolast
ajanlom: lesznek olyan példék, ahol az utobbi modszer félrevezet, ha nem vagyunk évatosak. A
potencialis energia szintén egyszer(:

V = —mgy (2.3.5)
= —mgR(1 — cosp) (2.3.6)
= —mgR + mgRcos g (2.3.7)

hasznéljuk ki, hogy ez tetszélegesen eltolhatd egy konstanssal, és legyen:
V =mgRcos ¢ (2.3.8)

Igy a Lagrange-unk szép tomor alakot 6lt:

1
L= §m¢2R2 —mgRcos ¢ (2.3.9)



Es az Euler-Lagrange is egyszertbb:

oL oL
90 = mgRsin ¢ 9% = mR2%p (2.3.10)
amibdl egy derivalas utan
mR%*p = mgRsin ¢ (2.3.11)
Tehét a mozgésegyenlet:
Rp = gsing (2.3.12)

Ez joval kevesebb 1épésbe keriilt, mint derékszogli koordinatakkal. Ez az egyenlet par triikkel
megoldhatd, de helyette most nézziink meg egy speciélis esetet: mi van a félgomb tetejéhez kozel,
ahol p <« 17

sinp ~ ¢ (2.3.13)

[ehéat g
O Zp 2.3.14
R ( )

Ez egy nevezetes diffegyenlet: valamilyen fiiggvény mésodik derivaltja aranyos onmagaval. Megoldasa:

o(t) ~ creVErE 4 cpeVEE (2.3.15)

Energiamegmaradas

A gyakorlatban az egy dimenzios példak gyakran még tovabb egyszertisodnek. Mindeddig nem
hasznaltunk ki egy erds eszkozt: az energiamegmaradést. Ugyanis ha a Lagrange-fiiggvényiink nem
fligg expliciten az id6tol, akkor létezik egy mennyiség, ami megmarad: 6t (altalanositott) energianak
hivjuk.
i 0L
L(r(t),7(t),f) — E=r—— — L =konst.

—

or

Ennek egy specialis esete a klasszikus mechanika, ugyanis ekkor
E=K+V (2.3.16)

az energia nem mas mint a kinetikus és potencidlis energiak Gsszege.

Ha 6t kihasznaljuk, minden eddig vett példa leegyszertisodik; és aj feladatok valnak kénnyen
(vagy legalabbis konnyebben) megoldhatova. Nézziik példaul az el6zot!
2.4. példa: Félkorrol lecstszas - 3

Idézziik vissza a Lagrange-fiiggvényiinket:

1
L= §m¢2R2 —mgRcos ¢ (2.4.1)

Es a bel6le kapott lendiiletet:

= =mR*) (2.4.2)



Hasznaljuk ki az energiamegmaradast! Ez felirva

.0L

455~ L=E (2.4.3)
1

mR%p? — §m¢2R2 +mgRcosp = E (2.4.4)
1

§mgb2R2 +mgRcosp =F (2.4.5)

Nem lepddiink meg, hogy tényleg K + V alakd. Az energia viszont konstans: vegyiik referencia
értéknek azt, amikor fent csiicsiil a goly6 és F = mgR. Ezt beirva, és kicsit atirogatva az egyenletet:

1
§m<,b2R2 + mgRcosp = mgR (2.4.6)
2
o? = Eg(l — cosp) (2.4.7)

p=+v3 /L T g (2.48)

Egy elsdrendi diffegyenletet kaptunk. Most ezt oldjuk, meg, hogy gyakoroljuk a diffegyenletek
megoldasat is. Elgszor is a tomorség kedvéért legyen w = 1/g/R, és nézziik csak a pozitiv megoldast.

d
d—f =v2wy/1—cosp (2.4.9)
de = V2wy/1 — cos pdt (2.4.10)

1
——dp = V2wdt 2.4.11
v1—-cosyp 4 V2w ( )

[ ==/

Ennek mindkét oldala kiintegralhato, kezdjiik a jobbal:

V2wdt (2.4.12)

1
——dp =V2wt 2.4.13
/ N (2.4.13)

A bal mar nehezebb, ott mar fordulhatunk szimbolikus integralszamité programokhoz. Ha nem
hagyatkoznank a gépre, akkor viszont segitenek koztes lépésként a kdvetkezs tippek:

1 — cos p = 2sin g (2.4.14)

wi= tan% (2.4.15)

Ezekkel leredukalodik a problémank [ 1/udu alakra, amit mar meg tudunk oldani. Visszahelyettesitve
mindent
In tan % +c=wt (2.4.16)

Ezt még invertalni kell o(t)-re:
©(t) = 4arctan (Ce“’t) (2.4.17)

ahol a konstans c-t kicseréltiik egy C-re. Fzzel megkaptuk az egzakt megoldasunkat, hala az
energiamegmaradéasnak.
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4. dbra. Rugds inga rajza. Itt x helyett R-el fogom jel6lni a megnytlasét, az eredeti hosszat pedig
lp-al.

2.5. példa: Rugés inga

Vegyiink egy sima matematikai ingat, ami alapjaraton [ hosszisagu, és egy m tomegi testet tart.
Cseréljiik ki a madzagot egy k rugdallanddji rugora: mi lesz ekkor a mozgdsegyenlet?

2.5.1. Descartes

Bemelegitésként elGszor irjuk fel a sima inga probléméjat Lagrange-osan, Descartes-i koordinatakkal.
A kényszermentes Lagrange-fliggvény két tagja, ha origonak a felfiiggesztési pontot vessziik:
1 1
K = §m¢2 + 5m;g2 (2.5.1)
V=-—mg(l—y) (2.5.2)

Ezt még ki kell egésziteniink azzal a feltétellel, hogy a test csak az [ hosszusagu drot altal rajzolt
koéron mozog. Most direkt tavol maradva a szogektdl, ez egy kis Pitagorasz tétel utén:

1?2 = 22 + o> (2.5.3)
y=va?-1? (2.5.4)
tehat q i
Y= &( 2?2 —12) = W (2.5.5)
amivel -
P = % (2.5.6)

Beirva mindent a Lagrange-ba:

.’132

2 — ]2

1
Einga = ime <1 + ) + mg(l —VaZ - 12) (257)

Es ez még csak maga az inga. Ha belevessziik a rugét is:

1
Viugs = 5mﬂ (2.5.8)
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ahol Al fejezi ki, hogy mennyire nyult meg a rugd az eredeti lp-hoz képest. Descartes-i koordinatakkal:
2242 =12 = (lp + Al)? (2.5.9)
Al =+22+y> =1 (2.5.10)

amivel

Viago = %k: (\/x2 T2 z0)2 (2.5.11)

Es itt meg is allnék, mielstt elkezdiink tovabb helyettesitgetni. Szerintem sikeriilt demonstralni,
hogy mennyire el tudnak bonyolédni a tagok, ha a feladathoz rosszul illeszkeds koordinatarendszert
valasztunk. Nézziik meg, hogy hogyan kell ezt szépen megoldani.

2.5.2. Polar

Hogy kivalasszuk a jo koordinatékat, gondolkodjunk kicsit a feladaton. Két dolgunk van: ingénk és
rugonk. Az inga nagyon illeszkedik a polaros koordinatazashoz. A rugoban pedig az jelenik meg,
hogy mennyit nyil meg sugériraAnyban. Legyen a két valtozéonk ¢, az inga kitérési szoge, és R, az
inga megnytlésa az eredeti [y hosszahoz képest. A régi valtozok nyelvén tehat:

22+ 92 =12 = (Ip + R)? (2.5.12)
x=lIsinp = (lp+ R)singp (2.5.13)
y=1Ilcosp = (lo+ R)cosp (2.5.14)

Milyen sebességek jelennek meg a kinetikus tagban? Lesz egyrészt a sugariranyt sebesség, ami azt
mondja meg, hogy mennyire valtozik éppen R:

1 .
K, = 5mR2 (2.5.15)

és lesz egy erre meréleges komponens, ami az érinté iranyt sebesség lesz. Ez pedig a ¢ szdgsebesség
szorozva a (lp + R) sugarral, tehat

K, = %m(lo + R)2p? (2.5.16)
A rugdé potenciilis energidja igy mar nagyon egyszert:
Viugs = %kRQ (2.5.17)
Cserébe a gravitacids potencialis energidnk lesz picit cstunyabb:
Verav. = —mg(lo + R) cos ¢ (2.5.18)

ahol az y helyére behelyettesitettiik az (j koordinatakat.
Egy sz6 mint szaz, kész is a Lagrange-unk:

1 . 1 1
L= imR2 + §m(l0 + R)?¢* + myg(lo + R) cos p — §kR2 (2.5.19)
és johetnek is az Euler-Lagrange egyenletek. Két valtozonk van, tehat ketts lesz:
gé =m(lp + R)p* + mgcosp — kR g}i = mR (2.5.20)
oL _ —mg(lp + R) sing % =m(lp + R)*p (2.5.21)

Oy oo
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Amikkel elvégezve a derivalasokat:

(Io4+ R)p* + gcos p — %R =R (2.5.22)
—g(lo + R)sinp = 2(lp + R)R¢ + (lp + R)*¢ (2.5.23)
Kicsit még szépitve:
R=(lop+ R)p* + gcosp — %R (2.5.24)
(lo+ R)$ = —2R¢p — gsin ¢ (2.5.25)

Ezt mar be lehet kiildeni a kedvenc numerikus megoldénknak, és meg is lesznek a palyék.

Teljes derivalt

Elsadason elhangzott, hogy a fizika invaridns marad arra, ha a Lagrange-fiiggvényhez hozzaadunk

egy teljes derivaltat:
dF
L — L =L+
+ dt
feltéve hogy a fiiggvény alakja F(t,q,q), tehat csak a koordinataktol és az id6tdl fiigghet, a se-
bességektsl nem. Ezt gyorsan bebizonyitjuk, beldtva hogy az Euler-Lagrange egyenlet ekkor is

teljesiil:

d oL ac

W0 o (2.5.26)
d oL 8 . oL OF
— | =4+ =—F| = — 4+ — 2.5.2
dt[aq+aq] 9q " oq (2:5.27)

Mindkét oldalrél kiesik az elsé tag, hala a sima, teljes derivalt nélkiili Euler-Lagrange egyenletnek.
Ami marad: '
d d . OF
——F=— 2.5.28
dt 9q Jq ( )
Ennek a tovabb fejtéséhez elGszor is nézzikk meg hogyna néz ki F teljes idderivaltja, . Mivel
F(t,q) alaka, ezért két modon fiigghet az id6tsl: expliciten ¢-n keresztiil, és impliciten ¢(t)-n at.
Tehét
. 0F0q OF OF 0
F=_—_"21.-_" —__ 4+ _F 2.5.29
agot "ot o' an (2:5.29)
Hogy fiigghet ez a kifejezés ¢-t617 Mivel F' 6nmagaban sehogy, egyetlen helyen hat a ¢ szerinti
parciélis derivalas:
0 . OF

il =5 10 (2.5.30)

Alkalmazzuk ugyanezt a logikidt most F' helyett az igy kapott %—l;—ra:

d9F 9 OF, _OF

S =22 = 2.5.31
dt dq 8q8qQ+ t@q (2.5.31)
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A parcialis derivaltak egymaéssal felcserélhetSk egy szép tételnek hala, igy Osszességében

dOF 9 OF. 0 0F

R R 2.5.32
dtdg ~ 0q g1 " aq ot (2.5.32)
0 [OF oF
L el 2.5.33
dq [861 LT } ( )
OF
= — 2.5.34
5 (25.34)
amivel be is bizonyitottuk a feltevéstinket.
2.6. példa: Egy cstinyanak tiing feladat
A gonosz feladatgytijtemény a kovetkezd Lagrange-fiiggvénnyel szembesit minket:
L(x,2,t) =i — (x4 t)? — @t? (2.6.1)

majd azt kéri, hogy hasznaljuk az energiamegmaradast a feladat megoldasara. Ez egy hibanak
tlinhet, mert a Lagrange explicit id6fiiggs: ekkor nem maradhat meg az energia. Oldjuk meg mégis,
a most tanult Gj triikkét alkalmazva.

El6szor is bontsuk szét a zardjelet:

L(x,i,t) = &% — 2% — 2xt — t* — &t? (2.6.2)

A keverten t-t és z-et tartalmazé tagokkal van probléma, Gket szeretnénk elttintetni. Ilyenkor az
ember probalkozik par fliggvénnyel, amig nem talal valamit, ami kézelebb viszi a j6 megoldashoz.

Legyen az els6 tippiink

F(z,t) = ét?’ (2.6.3)

Ezt lederivalva és hozzaadva a Lagrange-hoz eltiinik a t3 tag. Masodik probalkozasunk pedig legyen
Gz, t) =at> — G =it>+ 2 (2.6.4)

amivel mar boldogak lehetiink: ezt a két teljes derivaltat hozzaadva elttintek az expliciten id6ftiggs
tagok a Lagrange-bol. Ami maradt:
L =i? — 2 (2.6.5)

mér megoldhat6 az energiamegmaradast hasznalva.
Itt nem feltétlen egyértelmi hogy egy klasszikus mechanikai feladatrél van szo, ezért a K + V'
helyett hasznéljuk az altalanosabb képletet:
oL
E=d_— —L£=2i— (i® —2%) = i® + 2° (2.6.6)
0%
Ami egy megmaradé mennyiség. Vegyiik fel a nullpontjat tgy, hogy E = 1 teljesiiljon. Ekkor a
megoldandé differencidlegyenletiink

i =1—2? (2.6.7)

i=1/1—a2 (2.6.8)
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Ez egy szeparalhato diffegyenlet:

Méghozz4a a harmonikus mozgasé.

V-2

dz.
Vi—az?
arcsine =t +c
x=sin(t+c)

dt

(2.6.9)
(2.6.10)

(2.6.11)

(2.6.12)

(2.6.13)
(2.6.14)
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