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1. 6ra

Az el6adéson eljutottunk két fontos elvhez:

Soz/]ﬁ]ds T:/n(s)ds (1.1)

amikrol kicsit mellébeszélésen belattuk, hogy azonosak. A Fermat elvet mar ismeritek, és levezettétek
bel6le a Snellius-Descartes torvényt, miszerint fénytorés esetén a beesési szogek és a torésmutatok
kozti Gsszefliggés:

N1 Sin 1 = na sin s (1.2)

A Maupertuis elv még 1j, szoval els6 példainkban baratkozzunk vele egy kicsit.

1.1. példa: Uttorés részecskére

Van egy tomegpontunk (monjduk egy elektron) ami kezdetben szabadon mozog egyenes vonalban,
egyenletes sebességgel. Az = tengelyt elérve viszont azt tapasztalja, hogy lecstkken a potenciélis
energidja: a negativ tartomanyban a fentihez képest egy konstans —U potencial tolti ki a teret.

1.1.1. Mi torténik a részecske palyajaval?

1. dbra. Vézlatos dbra a részecske ttjarol, ami ismerds lehet valahonnan.

Ezt a feladatot kicsit maceras megoldani a Newton torvényekkel, széval azt késébbre hagyjuk.
Hasznaljuk helyette a Maupertuis elvet, illetve az energiamegmaradast, felirva a tengelyen adthaladas
el6tti és utani pillanatokra:

Ki=Ky—-U (1.3)
1mv% = 1mv% -U (1.4)
2 2

2 2

D1 Pa

A _ 2 1.5

2m  2m (1.5)

pi =p3 —2mU (1.6)



A hatas felirasahoz sziikség lesz még a megtett utakra, amiket valahogy paraméterezni kell egy
koordinatarendszerben. Legyen az Origd a kiindulasi P; pont = tengelyre vetett képe, a tengelyen
athaladas pontjat pedig vegyiik fel valamilyen x pontban, amire végs soron kivansiak vagyunk. Kis
trigonometriaval ekkor

x ) To — T
sinfy, =

Va2 + i (z + 22)2 + y3

sinf, = (1.8)

ami mindjart hasznos lesz.
A hatasunk tehat nem lesz méas, mint

P2 Q P2
So / 17(s)|ds = / 7 lds + / 7hlds (1.9)
Py P Q

Mivel az impulzusok méar konstanssok, igy ami marad az az at kiintegralasa. Elvégezve pedig:

So = p1y/ 2% +yi + p2y/ (22 — )2 + y3 (1.10)

A Maupertuis elv szerint ez minimalis kell, hogy legyen. Nekiink = az egyetlen dolog ami valtozhat,
tehéat

0S80

0 _p 1.11

o (1.11)
D1 sin 91 = P2 sin 92 (1.12)

Ezzel meg is oldottuk a feladatot: a potencialis energia ugrasa pont olyan hatéssal van a részecskére,
mint a torésmutato ugrasa a fényre. Ha magukat a sebességeket nem ismerjiik, csak a potencialt
és a kimend sebességet (ami gyakori, ha példaul egy laborban mi magunk rakjuk oda a potencialis
energiat, és detektaljuk a kijovs részecskét), akkor atirva:

sin 64 2m
= /1+— 1.1
sin 92 + p% v ( 3)

1.1.2. Hova lett a lendiiletmegmaradas?

Maér az energiamegmaradas elsé felirt soraban lathattuk, hogy a lendiilet itt gyantisan nem marad
meg. Hogy ezt kicsit jobban kivesézziik, bontsuk fel a lendiileteket komponensekre p' = (p,py)
modon, és nézzilkk meg az x irdnytakat:

P1e = |p1|siné; P2,z = |p2|sin Oz (1.14)

Rogton lathatjuk:
Ple = P2,z (115)

tehat a hatarfeliilettel parhuzamos irdnyu lendiilet nem valtozik, megmarad. Ennek mélyebb oka
a szimmetridkban rejlik: a rendszeriink szimmetrikus alra, hogy eltoljuk a P, és P» pontokat a
tengellyel parhuzamosan, attél nem véltozik semmi. Ha arra merélegesen tolnank el, akkor viszont
beletitkozhetiink a falba, amin til mar nem ugyanarrél a fizikai problémérél beszéliink.



1.1.3. Newtonos megoldas

A feladat régimodibb megoldasahoz kis triikk6zésre van sziikség. Végss célunk megoldani a Newton-
egyenletet, ami az energiamegmaradésnak héala

VU =yp (1.16)

Ami itt bajos lehet, az a VU. Nekiink ez a lépcsGszert ugras a potencidlban a Heaviside 1épcséfiigg-
vénnyel irhato le

U(z,y) = -UO(-y) (1.17)

Ami nem folytonos, ezért derivalni sem lehet szépen disztribucioelmélet nélkiil. Ha éppen nem jut
esziinkbe, hogy az alapjan ennek pont egy Dirac-delta a derivaltja, akkor a kévetkezd triikkoket
lehet bevetni.!

A lépcsofiggvény sokféleképpen kozelithets. Egyik mod példaul a

1 1
O(y) =~ 5 + 3 tanh (ky) (1.18)

ami visszaadja a lépcsét, ha k — oco. Ezt mér vigan lehet derivélni:

1 k

%OW) ~ 2 cosh? (ky)

(1.19)

Ennek a fiiggvénynek pedig van egy hasznos tulajdonséiga:

/ L1 qu—1 (1.20)

9 2
—o0 2 cosh” u

0
Ul1_ & - ( f”) (1.21)
2 cosh? (ky) de Dy

Amibdl rogton latszik, hogy p, allandd. A masik komponensre vonatkozo egyenlet pedig

Beirva, a Newton torvény alakja:

1 k 7%

- = 1.22
2cosh? (ky)  dt (1.22)
Ha ennek a kezdeti és végallapotbeli megvaltozasara vagyunk kivancsiak, akkor egy kis
dpy dy . 1
—dy = —=dp, = ydp, = —p,d 1.23
3 W= g,y = 9dpy = —pydp, (1.23)
atirds utén kiintegralhatjuk az egyenlet mindkét oldalat y szerint:
1 k 1
U| -————dy=— d 1.24
/ 2o )Y T /py Py (1.24)
1
= _—Ap’ 1.2
U=5_-Ap, (1.25)

Tehét y iranyban kapott a kis részecskénk egy impulzusloketet.

'Ez akkor is hasznos lehet, ha numerikusan prébéljuk megoldani a feladatot.



1.2. példa: Torés gombfeliileten

Valtoztassunk egy picit az el§z6 feladaton: most ne egy stk mentén ugorjon a potencial, hanem
egy kor vonalat atlépve. Most azt szeretnénk megtudni, hogy milyen Gton jutunk el egy belsé P;
pontbol egy kiils6 Pr-be. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy a két pont és a koérvonal origdja
egy egyenesre esnek, és Pi Py > OPs.

2. 4bra. Korvonalon valo torés szemléltetése.

Igy vagy tgy, de a bejart utunk keresztezni fogja a korvonalat valamilyen Q pontban. Vegyiik fel a
koordinatarendszeriinket gy, hogy a kor kozéppontja az Origo; a @) pont helyét pedig paraméterezziik
egy P; pontbol felvett ¢ szoggel. Némi geometria utédn a szakaszok hossza:

A2=PQ =R+ r? — 2Rry cos [1 — (o + 01)] (1.26)
A% = R? 472 + 2Rr; cos (p + 61) (1.27)
illetve
B? = QP22 = R>+ 73 — 2Rrycos (¢ + 61) (1.28)
Tehat a hatas:
So :p1A+pr (129)

aminek a minimuma lesz a valés at. Derivalas utan azt kapjuk, hogy

1 ) 1 .
0= —p1ﬂ2Rr1 sin (p 4+ 61) + pgﬁQRrg sin (o + 61) (1.30)
1 ) 1 .
p1ﬂ2Rr1 sin (¢ + 61) ZPQﬁQRTQ sin (¢ + 61) (1.31)
1 T2
D= py= 1.32
Py =P2g (1.32)

ahol leosztottunk sin (¢ + 61)-val: az is egy megoldas lenne, az egyenes at. Az igy kapott egyenletre
egy szinusztételt alkalmazva ismerds alakot kapunk:

sin 0y sin [ — 03]
=pp—— 1.33
Proin [ — (¢ +01)] P2iin (p+61) (1.33)
P1 sin 91 = P2 sin 92 (1.34)

Ez lehet az el6z6 feladat alapjan kikovetkeztethetd volt, de azért jobb biztosra menni.



3. dbra. Par szog ami kell a szamoléshoz.

Hasonléan a fentihez, most is megnézhetjiik, hogy megmarad-e a lendiilet, illetve ha igen, akkor
milyen irdnyban. Nézziik most az impulzusnak a sugariranyt, és arra meréleges komponenseit. Ezek
rendre:

N N

P1,r = p18in [5 - '91] P2,y = p2sin [5 - 92] (1.35)
m 0

P1,p = P1COS [5 — 01] D2, = P2 COS [5 — 92] (1.36)

Amibdl azt latjuk, hogy

pl,cp =P1 sin 91 = P2 sin 92 = pgﬁo (137)

Tehét itt a sugarirdnyban kap egy impulzusloketet a részecske, az arra merdleges komponens
pedig megmarad. Felidézve, hogy az el6bb az eltolasokhoz kotéttem valamilyen impulzusnak a
megmaradésat, ez most azt sugallja, hogy a rendszertink a korkoros eltolasokra lesz szimmetrikus.
Ezeknek szebb neve a forgatas, amihez szintén tartozik egy megmarad6 mennyiség.
Szamoljuk ki a részecskék perdiiletét, az Origdhoz viszonyitva, a kezdeti és végpontokban. Ez
2D esetén gy értelmezendd, mint
L=p,.r (1.38)

ahol r az Origotol vett tavolsig, pi pedig a pontot és az origot Gsszekots egyenesre merdleges vetiilete
a lendiiletnek. Vegyiik észre, hogy ez egy kicsit eltér a fenti felbontéastol. ElGszor csak a parhuzamos
komponensekre fokuszalva, azok

P11 = p1sine p11L = p2sin (02 — 01 — @) (1.39)

Ok lesznek még beszorzva az origotol valo tavolsagaval a kezdeti és a végpontoknak. Azokat kicsit
atirva szinusztételekkel:
sin 0y R sin (7 — 03)

— 1.40
sin ¢ "2 Sin 0y — 61 — @R (1.40)

r =
Amikbél a perdiiletre az kovetkezik,
L1 = Rp1 sin 91 = Rp2 sin 92 = L2 (1.41)

hogy megmarad. Ennek a vizualisan is jol lathaté oka az, hogy az origd koriil megforgatva a teljes
rendszert, nem valtozik semmi.



1.3. példa: Legnagyobb (?) hatas elve

Térjink vissza még picit a fényhez. A Fermat elv szerint a fény a legrévidebb idébe keriils
aton kozlekedik, tehat az a palya valésul meg, amelynek mentén a megtett id§ minimalis. Most
bebizonyitjuk, hogy ez igy nem igaz, egy gorbe tiikor segitségével.

Vegyiik az kezdeti A és a végz6dd B pontokat egy félgdmb alaki tiikor két végében. Természetesen
a legrovidebb Ut koztiikk az egyenes, de optikabél tudjuk, hogy a fény tud mésmerre is menni:
tikroézddve. Vegyiik fel valahol a koztes P pontunkat a koriven, és paraméterezziik a 4. abran
lathaté szoggel.

4. abra. Gorbe tiikron visszaversdés.

Kis geometria utdn a megtett ttszakaszok:

AP = a = 2Rsin <7r/22_ 9) PB=b=2Rsin (”/2;9) (1.42)

A Fermat-elvhez fordulva a legrévidebb idére tiireksziink. De itt most a térésmutato éppen konstans,
tehat ez ekvivalens lesz a legrovidebb uttal, azaz

—S=2R [sin (”/22_ 9) + sin (”/2;9)] (1.43)

Ezt kell most derivalnunk 6 szerint, majd nullava tenniink.

T.

Slo

0pS = —R cos (77/22— 9) + Rcos <7r/22+ 0) =0 (1.44)
cos (W/2_9> = cos <7T/2+9> (1.45)
2 2
Aminek megoldéasai:
0 =2nm, nes (1.46)

Nekiink ezek koziil 6 = 0 lesz az érdekes, ezt ismerjiik optikabol, és ez is lesz a megoldas.
Erdekes dolgot figyelhetiink meg viszont, ha megnézziik az id6tartam mdsodik derivaltjat is a
minimumban.

(937"0:0 x —2R [Sin% - sin% (1.47)

x —Rsing (1.48)



Ami negativ. Visszaidézve a matek érettségit, ez azt jelenti, hogy a megvaldsuld palyank nem is egy
minimumhoz kothets. Pont ellenkezéleg, egy lokilis maximumhoz tartozé palyat kovet ezesetben a
fény.

Eppen ezért, most is és a jév6ben is, barmikor, ha a legkisebb hatés elvét emlegeti valaki, akkor az

altaldban csak egy megszokott elnevezés. Valojaban inkabb a szélsdértékes hatés elvére gondolunk,
de az sokkal cstiinydbban hangzik mind magyarul, mind angolul.



2. Ora

2.0. Elméleti frissitd

Az ora célja roviden az, hogy megismerkedjetek a variacios modszerekkel. Ez gyakorlatilag egy 1j
nyelv, amire az eddig megszokotthoz (rajzoli egy diagrammot az erckkel, aztan F = ma) hasonléan
le lehet forditani azt, hogy mi térténik a vilagban. Az elénye az, hogy altalaban sokkal kénnyebb
felirni igy a mozgést leird egyenleteket, mégha megoldani nem is mindig lehet azokat. Mellékesen
pedig ezen a nyelven lesz olvashaté a késébbiekben két egész fontos aga a tudomanyunknak: a
kvantumfizika és az altaldnos relativitaselmélet.

Mechanikarol 1éve szo, azt szeretnénk megtudni, hogy hogyan jutunk el valamilyen A pontbol
a B-be. Ezt persze a legkdnnyebb az ismerGs tér és id6ben elhelyezve elképzelni, de absztraktabb
terekben is igaz. Ezt sokféle uton lehetne megtenni, sok féle I' gérbén; amik mentén valtozhat a
"fizika" valamilyen £ fiiggvények altal kodolva. A fiiggvények és a gorbék relative bonyolult dolgok,
ezért keresslink valami egyszertibbet, mondjuk egy szamot amit hivjunk S-nek. Hogy ez is kodolja
az Osszes eddigi informaciot, legyen absztraktul

B
S = / £dr (2.49)
A

Ami nevesitve azt mondja, hogy az S hatas az £ Lagrange-fiiggvény integralja. Ezt a fajta
dolgot egyébként funkcionalnak hivjak: ahogyan egy f fliggvény (function) egy szamhoz hozzarendel
egy mésikat, az S funkcionél egy fliggvényhez rendel hozza egy szamot.

A fizika ott kezdddik, hogy ekoziil a sok ut koziil csak egy lehet realis: az alma nem keringézik a
levegGben, hanem leesik. Kitiintetett szerepe annak az ttnak lesz, ahol ez az S hatas alig valtozik:
extrémuma van. A legkisebb hatas elve szerint tehat az lesz a fizikailag megvalosuléd palya, amelynek
mentén

58 =0 (2.50)

Ezt megkovetelve, ha alkalmazzuk a funkcional derivalés szabalyait, kapunk egy szép egyenletet
az L(x(t),(t)) alaka Lagrange-fiiggvényiinkre:

doL oL

Gor o (2.51)

az gy nevezett Euler-Lagrange-egyenletet. Ez egyel6re még lehet, hogy csunyabbnak tinik mint
az F = md, de pont arra van a gyakorlat, hogy megbaratkozzunk vele. Ugy altalanossagban két
féle példaval fogunk taldlkozni: lesznek a tipikus feladatok, ahol ezt kell hasznalni ahogy van; és
lesznek gondolkodoésak, ahol ezt az egyenletet még alakitani kell kicsit. Nézziink elGszor par példat
az utébbira.



Y27

Y11

5. abra. Egy y(z) fiiggvényként paraméterezett gérbe A és B kozt.

2.1. példa: Euklidész

Az els6 kérdés amit segit megvalaszolni a varidcioszamitas a kovetkezs:
Mi a legrévidebb it két pont kézott?

Probaljunk meg elvonatkoztatni attol, hogy tudjuk a valaszt (egyenes). Ha ez megvolt, akkor
rajzoljunk le valami altaldnos gorbét A és B pontok kozt, ahogy azt a 5. abran lathatjuk. Végss
soron arra lesziink kivancsiak, hogy ennek a gérbének a hossza mikor lesz minimaélis: tehat szdmunkra
6 most az S hatas. Hogy 6t megkapjuk egy integrallal, a gérbe mentén kell felosszegezniink a kis ds
ivelemeket, tehét

B
S:/A ds (2.52)

Amivel meg is van a feladat filozofalosabb része. Ami marad az az, hogy hogyan kell ezt az
integralast elvégezni: mik is a hatarok, és hogy filigg tiliik az ivelem. Descartes-i koordinatakban
dolgozva altalanosan is igaz, hogy két pont kizt a tavolsag s? = 2% 4+ y?. Ez alapjan az infinitezimalis

elmozduléasokra is valid lesz:
ds = v/dz? + dy? (2.53)

Ami mar majdnem jo, de nekiink csak x a valtozd, amitdl fligg maga az y, ezért azt a dy-t el lehet
tlintetni. Szorozzuk be eggyel:

dex dy
dy = dya = ﬁdm =9/ (z)dz (2.54)

Ezzel a hatasintegralunkat méar fel tudjuk irni mint egy szokasos, x szerinti integralés:

B B
S = / VA2 F 2 (@)da? = / VIt P @)dz (2.55)
T A TA
Megtalaltuuk tehat, hogy mi az a Lagrange-fliggvény ami ezt a problémat irja le:

L(y(x),y () = V1+y?(z) (2.56)

Ennek véve a derivaltjait:

oL o 1 2
_ e 2.
dy 0 9y 2.\ /14y2 (257)
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Aztan felirhatnank persze az Euler-Lagrange egyenletet, amihez kell még ez utobbinak a teljes
derivaltja. Ehelyett, vegyiik észre hogy az egyenlet jobb oldala nulla:

d oL oL

—— = ——= 2.58
dx dy' Oy ( )
tehéat or 1 o
= =Y — onst. (2.59)
Ay 2\/1+y?
Még nevet nem adva a konstansnak, ez kicsit atirhato:
y/
———— = konst. (2.60)
/1 + y/2
y/2
rya = kOl’lSt. (261)
y'? = konst. (2.62)
y' = konst. (2.63)
amit nevezziink el végre:
y'(z) =m (2.64)
Ezt integralva x szerint megkapjuk a gyonyorid megoldast, miszerint:
y=mz+b (2.65)

tehat két pont kozott a legrovidebb tut az egyenes.

2.2. példa: Brachisztokron

Egy egészen hasonld, de torténelmi jelentGsségi pééldat kapunk, ha kicsit médositunk az el6zé
feladaton. Az alapkérdésiink most az, hogy (homogén) gravitacios térben milyen gorbe az, amin
legurulva a legkevesebb idgbe telik az ut A és B kozott. A legkevesebb idére toreksziink, tehat ami
minimalizdlandé az

B
s / dt (2.66)
A
Felhasznélva, hogy v = s/t, illetve az energiamegmaradasbol kapott
1
§mv2 = mgy (2.67)
! (2.68)
V= :
V29y
Osszefiiggést, ez atirhatd egy tutra vett integralla:
1 (B
S=— —ds
V29 Ja VY
Mér csak az a kérdés, hogy mi legyen ds. Az el6z6 feladdal ellentétben most vehetjiik? a vdltozonak
y-t, aminek fliggvénye az x, amivel

(2.69)

ds? = [1 + 2" (y)]dy? (2.70)

2Nem muszaj, de kénnyebb igy.
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Igy a hatésintegralunk

/T
S—\/E/M 7 dy (2.71)

Erre kell most alkalmaznunk az Euler-Lagrange formulat, iigyelve arra hogy most x és y kicserélédtek.
Az integral el6tti szorzofaktorokat elhagyva a derivéaltak:

oL oL 1 x’
_ oL _ LT 2.72
Oz ’ ox'  \JY/1+ 22 (2.72)

Az el6z6hoz hasonléan, most se szamitjuk ki %%-et, mert a méasik nulla: tudjuk tehét, hogy

1 x

1 z? 1

ahol a konstans azért igy van bevezetve, hogy késébb szép legyen a megoldas. Ez egy diffegyenlet,
amit meg kell oldanunk. Kis rendezéssel

2 Yy Y »

AT 2.75
2a + 2a ( )

Y
i - 2o (2.76)

2a

2 Y
= 2.77
* 2a —y ( )

Ami felintegralhat6, mint

x:/,/zay_ydy (2.78)

Hogy ezt megoldjuk, megsejtjiik a j6 y — ¢ valtozdcserét a tankdnyv segitségével, mint

y=a(l —cosyp) (2.79)
Amivel
jg) = asiny — dy = asinpdy (2.80)
és
y a(l—cosp)  1—cosyp (2.81)

2a —y 2a—a-+acosy 14 cosep
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Beirva mindkett6t, az integrandus

1-— 1-—
ay | — 2P \/ 059 sin? (2.82)
Cos 1+ cose

sin? p — sin?  cos @

_ 2.83
“ 1+ cose ( )
1 — cos2 ¢ —sin? pcos ¢ (2.80)

1+ cosep '

(2.85)

1 —cos? p — cos p + cos3 p
1+ cosyp

_ a\/(l + cos (1 — cos p)?) (2.86)

1+ cosgp
= a(1l — cosp) (2.87)
Amit méar konnyebb kiintegralni, mint
T=a /(1 —cos)dy = a (¢ — sin ) + konst. (2.88)

Innentél a pontos megoldas mar csak kezdeti értékek kérdése. Legyennek 6k x4 = y4 = 0, amikbdl
p = 0 kovetkezik, illetve a konstansunk is nulla lesz. A megoldasunk tehat a gérbére:

x=a(p—singp) (2.89)
= a(l — cosp) (2.90)

ahol ¢ parametrizélja a gorbét. Ha eleget nézziik ezt a megoldast, szét tudjuk szedni par darabra:
e a két valtozd rendre szinuszosan és koszinuszosa valtozik, ami valami korszertire utal;
e z-hez viszont folyamatosan adodik egy extra ¢ tag, ami eltolja.

Ezek tudatdban nem meglepd, hogy ez a gorbe egy cikloid: az a gorbe, amit akkor kapunk, ha
elguritva egy kereket kdvetiink egy pontot annak a peremén.
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2.3. példa: Forgastest feliilete

Szeretnénk két, nem feltétlen azonos sugara gytrtt 6sszekotni egy feliilettel, forgasszimmetrikusan.
Mi lesz az a gbrbe, amit megforgatva ezt a legkisebb feliilettel tudjuk elérni?

6. abra. Forgastest szemléltetése.

Az eddigiekhez hasonloan itt is egy integralt kell majd elvégezniink, valami szerint. A teriiletet
szeretnénk minimalizalni, ami korcikkekre osztva

AA =2my (2.91)

csak az a kérdés, hogy mi szerint integraljunk. Két lehetgség van:

S = /27ry(:1c)\/1 + y%(x)dx Sy = /27ry\/1 + 22 (y)dy (2.92)

amik fizikailag ugyanazt a gérbét kell hogy adjak. Elvégezve a derivalasokat a két esetre:

%Zl 1@ 0L _ (2.93)

Or
8[’1 _ yy/ aﬁl _ ym, (2 94)
oy’ 1+ y?(x) oz \/1+ 2" (y) .
Latszolag a jobb oldali az egyszertibb. Ekkor
/
1
9 konst. = - (2.95)
1+ a"(y) b
ahol b konstans. Ez egy diffegyenlet, amit szeparalhatunk:
1 /2
yra? = 72236 (2.96)
1 1
= 1
R (2.98)

y?— & (b1

/

2'(y) = (2.99)

¥

(yb)

21
/dx:/”(yb)i—ldy (2.100)
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Ami egy elemi integriltdblazatban kinézve:

1
—— dy =cosh™ 'z 2.101
2 1 Y
Z J—

Elvégezve az integralasokat, és befrva a konstansokat, az eredmény:

y(x) = %cosh [b(z + c)] (2.102)
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7. abra. Cstszd ék abraja.

2.4. példa: Csuszo ék

Térjiink at a tipikus mechanikai feladatokra. Ekkor a hatdsunk alakja altalaban

S = / L(F(), F(1))dt = / (K(?)—V(f')) dt (2.103)

mert akkor az Fuler-Lagrange egy ismerds egyenletre vezet:

d doL oc .
kT i —VV(7) (2.104)

—

Els6 példaként vegylink egy asztalt. Rakjunk ra egy haromszog alakt, M tomegt éket, ami
surlodés mentesen tud rajta mozogni. Erre az ékre pedig rakjunk ra egy m tomegt téglatestet, ami
szintén sarlédas nélkil le tud cstszni rajta. Ha engedjiik lecstszni a kis téglatestet, mekkora lesz az
ék gyorsuldsa?

Az el.mecha. példak megoldasa konnyen megy szisztematikusan. Kezdjiik az elsd 1épésses:

2.4.1. Mi a hatas?

Kell nekiink a £ Lagrange-fiiggvényiink két része: a kinetikus és a potencialis energia. Az utdbbi itt
konnyebb: ahogy csuszik lefele a téglatest, csokken a gravitacios potencialja. Tehat:

AV = mgAh (2.105)

amit paraméterezni kell valahogy szépen majd. Addig is emlékezziink, hogy barhol megvélaszthatjuk
a nullpontjat, de lefelé menve cstkkenni fog.
A kinetikus energiank maér picit tobb tagbol all: az m test tud mozogni xs és yo iranyba, az M
pedig csak x1 irdnyba. Lefelé nem, mert ott az asztal. Tehat:
1 1 1
K = oMy + gmaiy® + Smija

2.1
5 5 (2.106)

Ami altalanosan szép és jo, viszont elviekben még semmi nem zérja ki, hogy a kis téglatestiink
egyenesen atessen a haromszogon. Ehhez egy kényszert kell kiréni: az m test kényszeresen az ék
feliiletén kozlekedik lefelé.?

3Sidenote: ez ugyanolyan kényszer, mint az, hogy a haromszdg nem esik 4t az asztalon. Az egyszertibb: 7; = 0.
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A1

€T

8. abra. Par szog és szakasz ami segit a kényszer felirasdban.

Ahhoz, hogy ez a kényszer teljesiiljon, matekka kell fogalmazni amit szeretnénk kiréni. A kis
téglatestiink tgy kozlekedik lefelé, hogy végig a haromszdg élén marad. Ehhez segitségiil hivjuk a 8.
abréat.

Azt latjuk, hogy Gssze tudjuk kotni a kis téglatest y iranya, yo mértéki lecsuiszasat azzal, hogy
mennyit mozogtak x irAnyba a testek. Kis matekkal:

Y2 = (21 + x2) tan g (2.107)

Ez kétrétrdl is hasznos lesz: egyrészt a potencidlis energidba pont ezt a magassagmegvaltozést
kerestiik:
AV = —mgys (2.108)

masrészt pedig be tudjuk helyettesiteni a kinetikus energiaba is, mivel
Yo = (21 + Z2) tan ¢ (2.109)

Felirva tehat, a teljes Lagrange-fliggvény:

1 1 1
L= §Mac'12 + §ma:'22 + Em(ac'l + 29)* tan® ¢ + mg(x1 + x2) tan ¢ (2.110)

2.4.2. Mik a mozgasegyenletek?

Két testiink mozog ebben a rendszerben, amiknek az (z1,21) és (z2,22) koordinataival felirtuk a
hatast. Hogy megkapjuk a mozgasegyenleteket, egyszertien az Euler-Lagrange egyenleteket kell
felirnunk a két testre. Kezdve az elsével:

oL oL
- = — Mgz 2o(1 + 7 2.111
X mg tan ¢ ,1 21 + mtan® p(r1 + 29) ( )

tehat az ék mozgésegyenlete:

mgtan o = Mz + mtan? o(2] + 25) (2.112)
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A kis téglatestiinkre is fel lehet irni ugyanezeket: vegyiik észre, hogy szinte teljesen szimmetrikus a
Lagrange-iink, annyi a kiillonbség a két valtozo kozt, hogy a kitneikus tagban méas tOmeg szerepel. A
kis m tomegi test egyenlete tehéat:

mgtan o = may + mtan® p(i] 4 25) (2.113)

2.4.3. Mi a palya?

Hogy megkapjuk a trajektoéridkat, meg kell oldanunk a mozgasegyenleteket. Na, ez az a lépés ami
altaldnossagban nem lehetséges algebrailag. Szerencsére viszont 1éteznek feladatgytijtemények olyan
példakkal amikre igen: ez példaul pont megoldhaté. Vegyiik a két mozgasegyenlet kiilonbségét:

0= Mz — mas (2.114)
d
0= (Praz - P2,z) (2.115)
ami igazabdl ismerds lehet:
P1z — P2, = konst. (2.116)

ez nem mas, mint az x iranyu lendiilet megmaradasa (a forditott elGjelet az okozza, hogy az ék

elmozdulasat ellenkezs iranyanak vettiik fel a téglatestéhez képest). Visszaidézve az elsd orat, itt is

lathatjuk, hogy eltolasinvarians a rendszeriink erre az irdnyra, amivel ez az eredmény konzisztens.
Minden esetre, megvan a két egyenlet amit meg kell oldani. Ezeket kicsit atrendezve:

mg tan ¢ — mtan? piy = (M + mtan® @) (2.117)
mgtan ¢ — mtan? pi] = m(1 + tan® )z (2.118)

be tudjuk helyettesitni az els6be x>-t, amivel

9 gtanp — tan? o1

(M + mtan? ¢)#] = mgtanp — mtan® ¢ (1 tan? ) (2.119)
tant ¢ . gtanyp
2 _ 2
(M + mtan® ¢ — ml—i—tarﬂgp) 21 = mgtanp — mtan gpm (2.120)
Vegyiik észre hogy 1+ tan? = 1/ cos?, igy par szogfiiggvényes egyszertisités utan
-4
9 sin . . 9
(M—l—mtan o —m—s >x1:mgtang0—msm g tan ¢ (2.121)
cos?
Mt msin? gl S tan (1 — sin? ) (2.122)
msin® p———— | &1 = mgtan — sin .
L 1 =mgtang @
(M + m sin? cp) &) = mgtan @ cos® ¢ (2.123)
(M + m sin® ©) &1 = mg cos psin ¢ (2.124)
& = mg cos psin @ (2.125)

M 4 msin g

amivel meg is vilaszoltuk a kérdést: ezzel a konstans gyorsuldssal fog mozogni az ékiink.
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2.5. példa: A haromtest-probléma

Nézziink meg most egy hiresen nem megoldhat6 példat: a hdromtest-problémét. Vegyiink harom
kiilonb6z6 tomegt, kiillonbozd kezdeti helyzetd és sebességii tomegpontot. Hasson koztiik egy
korszimmetrikus konzervativ erd: a potencial tehét centralis lesz, csak az § helyzetiik abszolutértékétsl
fligg.

Hasonlban az el6z6 feladathoz, itt is fel tudjuk irni a hatast a kinetikus és potencialis energiakbol.
Kezdjiik a potenciallal, ami két test kozt ugyebar

mi1ms9
Vip= -Gt

)

ey (2.126)

Ebbdl lesz nekiink harom, a lehetséges parkolcsonhatasokra. Mindenek el6tt nézziik meg, hogy

hogyan fog kinézni ennek a derivaltja, mert nem feltétleniil trivilis.

oVio
or

=7 (2.127)

Kiindulasul a sokkal egyszertibb abszolutérték-fiiggvény derivaltja:

r—a

Oplz —al = (2.128)

| = a

Ezt a 9. abra alapjan megérthetjiik: vagy +1 vagy —1 kell, hogy a derivalt értéke legyen, attol
fliggGen, hogy az a el6tt vagy utan vagyunk. Innen kezdve a tobbi méar csak bels fiiggvény derivalasa:

1 1 r—a

9 _ 2.129
“lz — a |z —al? |z — a] ( )
Vektorokra ez teljesen analég moédon mikodik:
A% 1 1 — 19
=== 2.130
ori |/ — 3|2 | — 75 ( )

Oplx — al /

(@,0)

Oyl — al

9. 4dbra. Kis segitség az abszolutérték derivaltjahoz.



19

Most a tomorség kedvéért vezessiik be a P:lg relativ koordinétat, és annak Ri9 abszolutértékét
(és ugyanezt a tobbi pontparra is). Ezzel a Lagrange-fiiggvényiink:
1 )

. 1 . 1 - mims mims moms
L= —miri®+ -mor® + —mar3> + G —— + G ——+ G .
2 2 2 Ry2(ri,73) Ry3(ri,73) Ry3(r3,73)

(2.131)

amit derivalgatva megkaphatnank az altalanos haromtest-probléma egyenleteit. Most csak az egyik
pontra felirva:

oL ms ORya  m3 R my Ria  m3 Ry
9L _ |2 _ms — _Gm, | P22 M3 fug 2.132
or m R%, 0ri  R3; Or1 ™ R%, Ryo * R%, Ri3 ( )
oL .
8r1

Es az altalanos esetet most ennyiben is hagyjuk.

Megnézhetiink viszont egy specialis esetet: mikor lesz az egész rendszer egyensilyban? Egyen-
stulyroél nagjyabol akkor beszéliink, ha a sebességek nem valtoznak, legalabbis a mértékiik. Ezt beirva
a fenti egyenletbe:

my Ris  ms Ris d
CGmy | etz s g A 2.134
"R Ry T RE, R | diY (2.134)
Ami csak akkor teljesiilhet, ha
my iy | m3 Bz (2.135)

R R B

Ry Rz Ris Rig
Két vektor 6sszege nulla: ha 6k nem nullvektorok, akkor ez csak akkor lehet, ha ellentétes iranyba
mutatnak. A hosszukra pedig

1 1
mo—— = M3——— (2.136)
Ri, Riy
tehat: .
12 mo
— =,/ —= 2.137
Ry3 ms ( )

Hasonl6t kapunk a tobbi relativ tavolsagra is.
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3. Ora

Milt héten elkezdtiink megbaratkozni a Lagrange-i mechanika alapjaival. Eddig a Descartes-i koordi-
natakban mozogtunk, de ennek kiilonos fizikai szerepe nincsen: barmely mas koordinatarendszerben
is szeretnénk, hogy a fizika érvényes legyen. A varidcios méddszereknek itt jon be mégegy elénye a
Newtoni mechanikéval szemben: a mozgést leird egyenletiink pont ugyanigy néz ki (szinte) minden
koordinatarendszerben. Altalanos ¢ koordinatakkal:

s = [ clate.awar

lesz a hatasunk, amire az Euler-Lagrange egyszertien
oc _ doc
dq  dt 9¢
Nézziink is egy par példat, ahol latjuk ennek a jelentGsségét.
3.1. példa: Félkorrdl lecstszas

Vegyiink egy asztalt, és szogezziink ra egy félkort. Ezutan rakjunk ra egy kis témegpontot, ami
surlédasmentesen lecstuszhat: mi lesz a mozgdsegyenlet?

10. abra. Félkor alaku ékrsl valo lecsiszas.

3.1.1. Descartes

Elgszor irjuk fel a feladatot Descartes-i koordinatarendszerben. Kényszerek nélkiil, a kinetikus

tagban lehetne barmi:

1 1,

K= 5ma‘:Q +5mi (3.1)
a potencialis energidnkat pedig felvehetjiik, mint

Persze tudjuk, hogy a mozgés itt csak a félkor felilletén torténhet: ez matekul annyit tesz, hogy
2 +y? = R (3.3)

Ezzel pedig ki tudjuk fejezni valamelyik valtozonkat a masik fiiggvényében. Legyen most ez z(y),
mert a potenciélis energidban méar amuagy is y van.

x=+R*—y? (3.4)
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Ezzel a derivaltja: ‘
L vy
f=—29

R2 — 42

Igy a Lagrange-unk:
1 . y?
L= -mj’ (1 + Rg_y2> +mg(R —y)

2
Felirhatjuk ez utan az Euler-Lagrange egyenletet:
oL 1 o2y(R*—y*)+2y° y OL _ i (1 LY )
oo =My —mg o =My 2 9
gy 2 (R? —y?)? 9y R? —y?

amihez még derivalni kell egyet:

d oL 2 2u(R% — y2) + 213
[y<1+ y >+yzy( y)+y]

= —m
dt 0y
Egyenl6vé téve amit kell, és kicsit atalakitva:

1 -22y(R2y2)+2y2-y_mg:m[y< Y >+.22y(R2y2)+2y3]

—my

2 (RZ _ y2)2
Sy(R? — %) + 4 . y? S y(R? —y?) +¢°
Y —g= 1+ +2
(RQ _ y2)2
_yzy(RQ—yQ)er?’ i1 Y
(RQ _ y2)2 R2 _ y2

Ami még mindig cstnya, ezért vezessiik be a témegpont helyzetét leird szoget, amivel

y = Rcosyp
Ennek héla
R? —y* = R*(1 — cos® ) = R*sin® ¢
Beirva a mozgasegyenletbe, leegyszertisodik par dolog;:
.2 R?sin? ¢ + 42 . 1+R2c052g0
Y (R? sin? )2 7= R2sin? ¢
5 R%sin® p + R%cos? ¢ . R?sin? ¢ + R%cos? ¢
Y (R sin? )2 =Y

R2sin? ¢

.9 1 e 1
ny2sin4g0 9= sin? o

Beirva végiil, hogy

y = —Rsin o ij = —R(p? cos @ + sin pgp)
1 1
—R3¢?sin? pcos p————F— —g =i
14 PO R sin® ® I=Y s ©

.2 COSQ . 1
_902R ) _g:y< ) >
sin® ¢ sin® ¢

—p?Rcosp — gsin® p = —R(¢? cos ¢ + sin )
gsinyp = ¢R

igy

(3.14)
(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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3.1.2. Polar

Jol lathatd ennél a feladatnal, hogy sokat egyszertisit, ha attériink a konfiguraciénkhoz jobban
illeszkedd valtozora: a szogre. Fzt az el6bb mar a mozgasegyenlet levezetése utan tettiik meg. A
Lagrange-i mechanikdban viszont rogton az elsé 1épésben, a hatas felirasanal is tudunk élni ezzel az
egyszertisitéssel. A valtozonak most a szoget véve, a kinetikus energiank:

L .o Y’

1 R%cos? ¢
= -mR%?sin?pp? (14 —— T 3.23
g Mt S RZsin? ¢ (8.23)

I , R?
= §m(p2R2 Sln2 "2 <M) (324)
1

= §mgb2R2 (3.25)

Amit most behelyettesitve szamoltunk ki, de egyébként abbol is kiindulhattunk volna, hogy mi az
érintGiranyu sebesség egy kor mentén (sugar - szogsebesség). A potencidlis energia szintén egyszert:

V = —mgy (3.26)
= —mgR(1 — cosy) (3.27)
= —mgR + mgR cos ¢ (3.28)

hasznaljuk ki, hogy ez tetszdlegesen eltolhaté egy konstanssal, és legyen:
V =mgRcosp (3.29)

gy a Lagrange-unk szép tomor alakot olt:

1
L= §m¢2R2 — mgR cos ¢ (3.30)
Es az Euler-lagrange is egyszertibb:
oL oL
99 = mgRsin ¢ 9% = mR%*¢ (3.31)
mR%*p = mgRsin ¢ (3.32)
Tehét a mozgésegyenlet:
Ry =gsiny (3.33)

Ami jéval kevesebb lépsbe keriilt mint derékszogi koordinatékkal. Ez az egyenlet nem oldhaté meg
szépen, de nézzliink meg egy specialis esetet: mi van a félgdmt tetejéhez kozel, ahol ¢ < 17

sinp ~ ¢ (3.34)

Tehat p
by = 3.35
PR (3.35)

Ez egy nevezetes diffegyenlet: valamilyen fliggvény méasodik derivaltja aranyos énmagaval. Megoldéasa:

p(t) ~ creVEE 4 cpem VR (3.36)
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3.2. példa: Rugoés inga

Vegyiink egy sima matematikai ingat, ami alapjaraton [ hosszisagu, és egy m tomegt testet tart.
Cseréljiik ki a madzagot egy k rugdallanddji rugora: mi lesz ekkor a mozgdsegyenlet?

11. abra. Rugds inga rajza. Itt x helyett R-el fogom jelolni a megnytulasat, az eredeti hosszat pedig
lp-al.

3.2.1. Descartes

Bemelegitésként elGszor irjuk fel a sima inga probléméjat Lagrange-osan, Descartes-i koordinatakkal.
A kényszermentes Lagrange-fliggvény két tagja, ha origénak a felfliggesztési pontot vessziik:

(3.37)
V=—mg(l—y) (3.38)

Ezt még ki kell egésziteniink azzal a feltétellel, hogy a test csak az [ hossztusigu drot altal rajzolt
koéron mozog. Most direkt tavolmaradva a szogektél, ez egy kis Pitagorasz tétel utan:

=2+ (3.39)

y=+22 12 (3.40)

tehat d .
xx
g = 2 _ ]2y = 3.41
p=qg(Vat—P) = T3 (3.41)
amivel 5.0
o TX
v P (3.42)
Beirva mindent a Lagrange-ba:
Con = 2mi? (14 =) bmg(l — /a2~ ) (3.43)
inga = —MIE — mg(l — vV z? — :
inga 9 22 — 2 g

Es ez még csak maga az inga. Ha belevessziik a rugot is:

1
Viugs = imz? (3.44)
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ahol Al fejezi ki, hogy mennyire nyult meg a rugd az eredeti lp-hoz képest. Descartes-i koordinatakkal:

22+ y? =12 = (Ip + Al)? (3.45)
Al =22+ 42—y (3.46)

amivel

1 2
‘/rug() = 5]@ (\/ 2 + y2 — lo) (3.47)

Es itt meg is allnék, mielstt elkezdiink tovabb helyettesitgetni. Szerintem sikeriilt demonstralni,
hogy mennyire el tudnak bonyolodni a tagok, ha a feladathoz rosszul illeszkeds koordinatarendszert
valasztunk. Nézziik meg, hogy hogyan kell ezt szépen megoldani.

3.2.2. Polar

Hogy kivalasszuk a j6 koordinatakat, gondolkodjunk kicsit a feladaton. Két dolgunk van: ingénk és
rugénk. Az inga nagyon illeszkedik a polaros koordinatazéshoz. A rugoéban pedig az jelenik meg,
hogy mennyit nydl meg sugarirainyban. Legyen a két valtozonk ¢, az inga kitérési szoge, és R, az
inga megnytlésa az eredeti lp hosszahoz képest. A régi valtozok nyelvén tehat:

22+ 92 =12 = (Ip + R)* (3.48)
x=Isinp = (lp + R)sing (3.49)
y=1Ilcosyp = (lo+ R)cosp (3.50)

Milyen sebességek jelennek meg a kinetikus tagban? Lesz egyrészt a sugariranyd sebesség, ami azt
mondja meg, hogy mennyire valtozik éppen R:

1 .
K, = 5mR2 (3.51)

és lesz egy erre mer@leges komponens, ami az érint§ irdnyt sebesség lesz. Ez pedig a ¢ szogsebesség
szorozva a (lp + R) sugarral, tehat

K, — %m(lo + R)%p? (3.52)
A rugdé potencialis energidja igy méar nagyon egyszert:
Viugo = %sz2 (3.53)
Cserébe a gravitacios potencialis enregidnk lesz picit csunyabb:
Verav. = —mg(lop + R) cos ¢ (3.54)

ahol az y helyére behelyettesitettiik az 0j koordinatakat. Igazabdl a tobbi tagnal is ez tortént, csak
megsporoltunk par algebrai 1épést logikaval. Szisztematikusan azt is csinalhattuk volna, hogy a felirt
Descartes-i tagokba mindenhova behelettesitiink, ezt ajanlom amikor bizonytalanok vagyunk, hogy
mit is hogyan kell felirni.

Egy sz6 mint szaz, kész is a Lagrange-unk:

1 ., 1 1
L= 5mR2 + 5mllo + R)2¢% +mg(lo + R) cos p — 51932 (3.55)
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és johetnek is az Euler-Lagrange egyenletek. Két valtozonk van, tehat ketts lesz:

oL oL

- = 2 — pE—— -
IR m(lo + R)¢* + mgcosp — kR oh mR
gi = —mg(lp + R)sin ¢ gg =m(lo + R)*p

Amikkel elvégezve a derivalasokat:

k .
(lo + R)* + g cos p — —R=1H
—g(lo + R)sinp = 2(lp + R)Rp + (Ip + R)*¢
Kicsit még szépitve:

k
R=(lo+ R)¢*+ gcosp — %R
(lo+ R)¢ = —2R¢p — gsin g

Ezt mar be lehet kiildeni a kedvenc numerikus megoldénknak, és meg is lesznek a palyék.

3.3. példa: Mozgas hengeren

(3.56)

(3.57)

Bar kétségteleniil 6k a leggyakoribbak, nem csak géombi koordinatak léteznek. Nézziink most egy

példat, ahol hengeres (p, ¢, z) koordinatazas lesz célravezetd.

12. dbra. Henger feliiletére korlatolt pont koordinatézasa.

Vegylink egy R sugari, végteleniil magas hengert. Erre rogzitiink egy tomegpontot tgy, hogy csak
a henger feliiletén mozoghat; majd bekapcsolunk egy erét, ami az origd felé vonzza a tomegpontot,

méghozza
F=—ki

alakban. M7 lesz a pdlya, ha elinditjuk a tomegpontot?

(3.62)
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El6szor is: kellenek az energidk. A potencial helyett itt most az eré van megadva, de ha még
emléksziink, hogy
F=-VU (3.63)

akkor visszakovetkeztethetiink ra, mint
1
U= §kr2 (3.64)

Itt r a tavolsag az origbotol: 6 még nem hengeres. Kis pythagorasz tétellel viszont
r? = 2% 4 p? (3.65)
tehat a potencialis tag hengerkoordinatakban:
U= %k(% +p?) (3.66)
Ahova még beirhatjuk a p = R kényszeriinket:
U= %k(zQ + R?) (3.67)
Kérdés még a kinetikus tag: milyen irdnyokban lehet sebessége a részecskének? A harom hengeres
irany koziil csak p nem jatszhat, mert a feliiletre vagyunk korlatozva, igy marad z és ¢. Hogy az

utébbibdl sebességet csindljunk, meg kell javitani a dimenzidjat egy hossz mértékegységl sugar
szorzéval, ami itt p = R.

1 1
K = Em,éQ + 5mR?gzp2 (3.68)
A teljes Lagrange tehéat:
1 1 1
L= 5mz‘2 + 5mB?gb2 — 5lc(;;? + R?) (3.69)

Ami két valtozotdl fligg: z és . Mostmar felfegyverkezve viszont a ciklikus koordinatak ismeretével,
rogton lathatjuk, hogy nincs explicit ¢ fiiggés benne, tehat

oL
— =0 3.70
i (3.70)
amibdl kovetkezik, hogy
gg = mR%*p = konst. (3.71)

Ami egy megmarad6 mennyiség, mint az els§ éréan az impulzusok voltak. Megleps modon, ahogy itt
most ¢ egy dltaldnos koordinata, a hozzé tartozo mR2p mennyiség egy dltaldnos impulzus. Mivel ez
a koordinéta ciklikus (nincs explicit a Lagrange-ban), a hozza tartozo altalanos impulzus megmarad.
Kis atalakitassal egyébként

Pp=R-mRp=R-mv, =R-p, =L (3.72)

ez nem mas mint a perdiilet.

Minden esetre, mar az Euler-Lagrange felirdsa nélkiil tudunk valamit a pélyarol: a korkoros
komponense a mozgasnak csupan egy alland6 sebességii keringés lesz. Marad még a z komponens,
amire mar kell az Euler-Lagrange:

oc _
0z

oL

—k g
“ BE

m (3.73)
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mzZ = —kz (3.74)
. k
E=——z (3.75)

Ami szintén egy ismerGs diffegyenlet lehet: a harmonikus oszcillatoré. Megoldasa:

z(t) = Acos <\/Zt + c) (3.76)

Osszesitva a talaltakat: a részecskénk korkorosen egyenletes sebességgel fog keringeni, mig a z
irdnyban fel-le oszcillal.
3.4. példa: Egyenes vezetd magneses tere

Nézziink most valamit ami nem csak mechanika: egy egyenes vezetsé drotot, amiben aram folyik.
Ez indukalni fog maga koriil egy mégneses teret, amibe belerakhatunk egy elektront: merre fog &
mozogni?

/"—'_7_77—*_\_‘
o

e
CEd D )
e |

e

— e

13. abra. Vezet§ koriili mégneses tér.

Ha fejbdl nem tudjuk a drot mégneses terét, kezdjiik az Ampere-térvénnyel:

§£§d = pol (3.77)
ami egy korszeletre
B - 2mr = pol (3.78)
pol 1
B="—- 3.79
2 r ( )

Kovetkez6 logikus pont lehetne, hogy mi a potencialis energia. Itt egy kis well, actually mondatra
megallunk: ez az elektromégnesség esetében nem feltétlentl jo elnevezés, mert a magneses tér nem
végez munkat, nincs potencialis energidja. Az, hogy milye van, az a feladat végére lehet sejthetd lesz,
mégha teljesen értheté nem is.

Minden esetre, a mégneses térben mozgd rézecske Lagrange-fliggvénye:

1 . C o
L= §mF2 + erA (3.80)
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ahol A4 az gy nevezett vektorpotencidl. Roéla tudjuk, hogy
B=VxA (3.81)
amit valahogy invertalnunk kellene. Ez altalanos esetre nem trivialis, de sejtsiik meg a megoldést:

e B korszimmetrikus, és a jobbkézszabaly iranyaba mutat,

e B forditottan aranyos a sugarral.

Az els6bdl kovetkezik, hogy A pont a droton folyé aram irdnyaba mutat, a méasodikbol pedig
A o< In(r). Osszerakva:

- I

A=E% 10002 (3.82)
27

ahol Z a z irdnyu egységvektor.

Ez a feladat is jol illeszkedik a hengeres koordinatdkhoz, széval hasznaljuk megint azokat:

L 9 . , Ie
L= gm( 4 5+ p*%) + B2 In (p) (3.83)
Rogton latunk valamit: z és ¢ ciklikusak, de p nem. Nézziik meg, mik az altalanos impulzusok:
oL 9
= - L 3.84
9 =Y (3.84)
ami a jol ismert perdiilet. A masik kissé bonyolultabb:
oL . pole
— = 1 .
5 = M4 + 5 0 (p) (3.85)
Tehét kicsit hunyoritva:
p.=p.+eA (3.86)

Ugy néz ki, mintha az altalanos lendiilet a sima lendiilet lenne, plusz egy eltolas a vektorpotenciéllal.
Ez par év milva vissza fog térni, probaljuk meg hosszt tavi memoriaban eltarolni. Addig is tudjuk,
hogy megmarad:

mz + ,u;iie In(p) =¢ (3.87)
mi=c — ,u;;:e In (p) (3.88)
zzw—ggsm@) (3.89)

zzg%Sm; (3.90)

Tovabb az altaldnos megoldashoz, mi torténik a sugériranyt impulzussal?
0L _ pule: or _
dp 21 p op

Te:
mp = Hole z

mp (3.91)

3.92
o » (3.92)

amibe behelyettesitve a megmaradé altalanos lendiiletet:

Ie\% 1
ﬁ::(“°e> S (3.93)
2rm ) p  p
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3.5. Korszimmetrikus torésmutato

Kis sziinetként a Lagrange-i mechanikabdl, nézziink meg egy altalanosabb variiciés problémét, ahol
szintén célszert polarkoordinatakra attérni. Vegyiink egy kozeget, amin beliil a torésmutato:

n(r) = — (3.94)

A Fermat-elv alapjan milyen dton halad a fény?
Ha még nem felejtettiik el, a Fermat elv szerint

S = /n(r)ds (3.95)
Hogy paraméterezziik a problémaét, térjlink at polarkoordinatékra, ahol
ds? = dr? 4 r2dy? (3.96)

majd "emeljiink ki" okosan:
ds? = (1" + r?)dy? (3.97)

a vesszOs derivalas alatt a ¢ szerintit értve. Ezzel a hatés:

12 2 12
S:R/”n:_rdcp:R/\/l%—;dgo (3.98)

Bar itt ciklikus koordinata nincsen, az integrandusban felfedezhetiink egy valtozot amitél az nem
fligg expliciten: az "id6" koordinatit, ami jelen esetben a . A mechanikiban ez az energia
megmaradasaval jart, szoval itt is lesz valami dltaldnos energia ami megmarad. A mechanikidban
ugyebar

E=K+V =2K — L = pq — L = konst. (3.99)

amit atirhatunk a mi példankra is: eszerint

oL
?r' — L = konst. (3.100)
,
tehat
1 27! [ 2
7T/2 .TT.T/_ ]__‘_TTZE (3101)
2¢/1+ 25
1 ,,JZ r2
= 5 \lt 5 =E (3.102)
1+ %
L R e
= _F (3.103)
1+
T
1
o (3.104)
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Kis rendezéssel:

T,/2
<1 + 2) F*=1 (3.105)
T
r’? 1
Pl 1 (3.106)
; 1
=0 1r (3.107)

Ami egy nevezetes diffegyenlet: valaminek a derivaltja aranyos énmagéval. Megoldésa:

r(p) = Aexp (\/ % -1 w) (3.108)

3.6. Eken cstszo inga

Mult héten emlitettem, hogy a Lagrange-i mechanika feladatok olyanok mint a LEGO: csak 6ssze kell
rakni az ket felépité blokkokat, aztan szisztematikusan megy a megoldas. Most nézziikk meg ezt egy
régi példa valtozatan. Vegylink egy haromszog alaki éket, amire rakjunk egy M tomegt téglatestet,
ami rajta szabadon, sirléddsmentesen mozoghat. Rakjunk erre a téglatestre egy | hossztisagi ingat,
egy m tomegt testtel a végén. Mi lesz az inga mozgdsegyenlete?

M

14. abra. Eken cstszo testhez rogzitett inga.

Keressiik meg a jo valtozokat! Ezek tipikusan olyanok, amik automatikusan teljesitik a kénysze-
reket a Lagrange-ban: példaul azt, hogy a téglatest az éllel paArhuzamosan mozog. Legyen ennek
a koordinataja z. Az inga pedig adja magat egy ¢ szoghoz, amit a felfiiggesztésétdl néziink. A
kintetikus energia ekkor:

1 1
K = 5M,:;:2 + 5mz2¢2 + Kok (3.109)

Ahol K, ;. az ingan 16g6 test kinetikus tagja a lecstiszasbol adodéan. Miel6tt 6t kiszamitjuk, nézziik
meg a potenciélis energidt. Az sajnos mar nem illeszkedik olyan szépen a koordinatédkhoz: a két test
magassaga kell hozza. Ez a téglatestre

y .

= =sinf (3.110)

z

y=zsinf (3.111)



31

Az ingan 16g6 test pedig még ez alatt fog logni, hozza képest egy extra [ cos ¢ tavolsdgot. Ezzel a

potencialis energia
V =—Mgzsin — mg (zsin 8 + L cos p)

(3.112)

A hidnyz6 kinetikus tagunkhoz fel tudjuk hasznalni az itt kifejezett y,, tavolsagot, és a hasonl6 x

iranyu eltériilését is az inganak:
Ty = 2cos f + lsing

Ennek megvéltozasa:
Tm = 2c0s 8+ lpcosy

Hasonléképpen az y,, tagra:
Ym = —2sin B + lpsin

A ketts négyzetosszege pedig:

T 4 Y = 2% 4+ 1292 + 21 3(cos B cos ¢ — sin B sin @)
Ahol megtalaljuk a mar betippelt tagokat, illetve azt ami hidnyzott:

Ko i = 2lpz(cos B cos ¢ — sin Bsin ) = 2l¢z cos (¢ + )

Ezzel egyiitt tehét a teljes Lagrange:
1 .9 1 2.9 .. . .
L= §Mz + §ml O +mlpzcos(p+ )+ Mgzsin B+ mg (zsin B + [ cos p)

A mozgasegyenletek pedig, a téglatesttel kezdve:

oL . oL .
5—(M+m)gsmﬁ &—Mz+gpcos(<p+ﬁ)

(M +m)gsin 8 = M2+ @cos (¢ + ) — ¢ sin (¢ + B)
Az ingara pedig:
oL

— = —mlpzsin (¢ + B) — mglsing a—ﬁ = ml?*p +mlzcos (¢ + B)
I 9

—mlpzsin (¢ + B) — mglsing = mi*@ + mi cos (¢ + B) — mlzpsin (p + B)
—mglsin p = ml?p + mlz cos (¢ + )
lp=—gsinp — Zcos (¢ + B)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)
(3.123)
(3.124)
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4. Ora

Az 6ran egész gyakran meriiltek fel eddig is megmaradd mennyiségek, példaul a ciklikus koordiné-
takhoz tartozo altaldnos impulzusok. Ezeket gyakran tudtuk Osszekotni egy vizualis megfigyeléssel a
problémankrol: a forgasszimmetrikus feladatokban példaul mindig megmaradt a lendiilet. Ezt a
megfigyelést formalizélja a Noether-tétel:

A Lagrange-fligguény minden szimmetridjahoz tartozik eqy megmaradd mennyiség.
Matematikailag ez azt jelenti, hogy a ¢ valtozoinkat eltranszforméljuk valahogy (pl. elforgatjuk)
Gg—T(Q)~q+eP (4.1)

ami sorbafejtheté az identitas transzformécio (ie.: nem csindlunk semmit) koriil. Ha erre a transzfor-
maciora valtozatlan a lagrange fliggvényiink, akkor

L OL . 0L

P="23=-N"2Z, 4.2
aq*@ (4.2)

alland6. Nézziink erre par példat!

4.1. példa: 2D rugd
4.1.1. Descartes

Vegyiink egy egyszerii rugos testet egy sikban, és irjuk fel a Lagrange-at sima Descartes-i koordina-
takban.

1 1
L= Sm(@ +37) ~ Lha® +17) (4.3)
Nézziik meg a
T —=x+ey Y —>y—€x (4.4)

transzforméaciot, tehat ha g = (y, —x)! Ez mellesleg ugy is irhat6, mint

(5) — (—1e i) @) (4.5)

Ezt nézegetve kicsit, ha felismerjiik hogy sine =~ € és cose ~ 1, nem més mint egy forgasmétrix
kozelitése.
Nézziik meg, hogy invaridns-e erre a transzformaciéra a Lagrange. Véve a derivéiltakat:

d d
&(a:+ey):9b+ey a(y—ex):y—ei’ (4.6)
amik négyzetei:
i? — &2 + 2eqy + €297 7 = g — 2eiy + €232 (4.7)
—~— ~~~
~0 ~0
Tehét a kinetikus tag:
1
K — —m(i% 4+ 9° + 2eiy — 2¢iy) = K (4.8)
2 ——

=0
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valtozatlan. Ugyanezt eljatszva a potencialis taggal:

1
V — —k(z® 4+ y* + + 2exy — 2eay) =V (4.9)
2 ——————
=0
az is ugyanigy néz ki, tehat ez egy szimmetria.

Ha maér tujduk, hogy szimmetriarol beszéliink, nézziik meg mi marad meg a Noether-tétel szerint.
Derivalva a Lagrange-ot a sebességek szerint megkapjuk az altalanos lendiileteket:

oL oL
— =ma — =my 4.10
ar oy my (4.10)
amiket be kell szorozni még az infinitezimalis ¢ tagokkal:
oL oL
p—2= = 4.11
=mz- -y — myx (4.12)
= PzY — py® (4.13)

Ami nem méas, mint a rendszer perdiilete.

4.1.2. Polar

Irjuk most fel ugyanezt, csak polarkoordinatakban, a rugd végébdl a testhez mutatod O szoggel és a
rugb relativ megnytulasat leiré R tavolsdggal. Ekkor a Lagrange

L= %m(l'# + R%9?) — %kRQ (4.14)
Lathatjuk, hogy 9 ciklikus, tehat az altalanos py lendiilet megmarad, amir6l mar belattuk korabban,
hogy a perdiilet. Ez konzisztenss az el6z6 feladatrésszel, de gyakorlasképp nézziik meg mi lesz most
az eltolas amire invaridns a Lagrange. A val6sagban tgyis ez a nehezebb része a feladatoknak.

A valtozok transzformalédsa nem fiigg azok derivaltjaitol, ezért altalaban elészor a potencialis
energiat érdemes nézegetni. Itt most ez teljesen fiiggetlen ¥-t6l, tehat ott tetszbleges

7= (&) (4.15)

transzofrméciok miikodnek. A kinetikus tagunkban viszont szerepel 0 hogy az valtozatlan maradjon,
igaznak kell lennie

R?* 4+ R?9% = R? + R*( + eAv)? (4.16)
Osszefiiggésnek. Ezt kicsit kibontva:
R% + R*9* = R? + R?(9? 4 20 A0) (4.17)
DAY = 0 (4.18)
AY =0 (4.19)

azt latjuk, hogy a szdg transzformécidja nem mas, mint egy konstans eltolas. A hozzé tartozo
megmaradd mennyiség pedig:

P =mR%*)- AV (4.20)

ismét a perdiilet, egy konstans Av szorzé erejéig.
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4.2. példa: Hengerben henger

Vegyiink egy M tomegti, R sugari iires hengert. Rakjunk bele egy masik, m tomegd r sugari
hengert. A nagyot kezdjiik el megforgatni valamilyen 8 sebességgel, a kicsit pedig hagyjuk cstaszni:
mi lesz ekkor a Lagrange, mik a szimmetriai és a megmarad6é mennyiségei?

M R

15. abra. Forgd hengerbben gurulé henger.

Nézziik meg el6szor a feladat nehezét: a paraméterezést. Hol van a kis henger kézéppontja
tetszdleges id6pontban? Ehhez két dolgot kell tudnunk: a cstszasmentes mozgas feltételét, és egy
kis geometriat. Utdbbihoz segit a 16. abra.

16. abra. Paraméterezést segits dbra a hengerekrdl.

Ha csiszas nélkil torténne a mozgés, akkor az érintkzési pontokban megegyeznének a kertleti
sebességek, tehat

T‘OZO = RBO (4.21)

Es mivel nem lenne cstiszas, a kis henger kozéppontja ott is maradna, ahol volt. Ha ez a feltétel
viszont nem teljesiil, akkor el fog mozdulni a kor koriil, valamilyen r& — RS sebességgel. Ez alatt
megtesz a kis henger kozéppontja valamennyi Al utat a nagy kozéppontja koriil, méghozza

Al=ra—Rf (4.22)
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Tehat kis geometriaval tetszdleges (o, 5) valtozoknal a kis henger kozéppontjahoz kell§ szog:

ra— RS
V= —- 4.23
7 (4.23)
Ezzel a kis kor kozéppontjanak (2, ym) koordinatai:
- R - R
Ty = (R —1)sin % Ym = (R — 1) cos w (4.24)
Az utébbival gyorsan fel is tudjuk irni a potenciélis energiat, mint
-R
V = —mg(R — 1) cos ra - Rp (4.25)

R—r
A kis henger kinetikus energidjahoz nem elég tudni a kézéppontjat: a keriiletén 1évS pontok szép
gyorsan keringhetnek, széval nekik is lesz kinetikus energidjuk. Egy tetszéleges pontja a kis kornek:

T =Ty +rsina Y = Ym — 7' COS QY (4.26)
- R - R
$:(R—r)sin%+rsina y:(R—r)cos%—rcosa (4.27)

Ezeket derivalva:

raR_iM(ro’z — Rp) 4 racosa Yy = —sin raR_iM(ro’z — RB) + rasina (4.28)

T = cos

Amibdl a kinetikus tagba sziikséges négyzetosszegiik:

i? 4+ y? = r?6% + (ra — RpB)? (4.29)
& +§° = 2r°* + R*B% — 2rRa3 (4.30)
Tehat a kis henger kinetikus tagja:
K, = mr?a® — mrRaf + %mRQBQ (4.31)
A nagy henger mar egyszeriibb: az csak forog a tengelye koriil, igy
Ky = %MRQBQ (4.32)

Tehét a teljes Lagrange:
ra— Rf
R—r
Keressilink ebben valamilyen szimmetriat! Induljunk mi megint a potenciélis energiabél, azon
beliil is a cos tagbol. Kis alakitéssal:

ra— Rf3 a—E3
C08 ——— = C0S (7’ - ) (4.34)

(g> - <g> e <;v> (4.35)

alakt konstans transzforméaciot. Ezt nézegetve lathatjuk, hogy az a szbget, tehat a belsé hengert
elforgatjuk valamilyen v szoggel; mig a kiils6t a 7-val. Visszaidézve a cstiszasmentes forgas feltételét,
azt ez pont teljesiti.

L= %MRQBQ +mr2a? — mrRaS + %mR2 +mg(R — ) cos (4.33)

Ez alapjan tippeljiik be a:
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Nézziik meg mi lesz a hozzé tartozé megmarad6é mennyiség is. Véve az altalanos lendiileteket:

Da = % = r’mé — mrRp (4.36)
bp = g‘g = R*M B — mrRd (4.37)
Majd megszorozva az infinitezimélis trafokkal:
P = (r*mé — mrRB)y + (R2Mf — ero’z)%’y (4.38)
= ~v(r?mé — mrRB + RrM S — mra) (4.39)
P =~(M —m)rRf (4.40)

lesz a megmaradd mennyiségiink. Ez most épp nem tul hasznos, mert csak olyan dolgok vannak
benne, amiket mi mondunk meg: minden esetre ellenérzésnek jo latni, hogy tényleg konstans.
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5. Ora

Kisrezgések

Bar a mozgasegyenleteket konnyen fel tudjuk irni a Lagrange-i mechanika moédszereivel, lathattuk,
hogy azokat megoldani méar altalanosan nem lehet. Van viszont egy nevezetes rendszer amit jol
ismeriink és szeretiink: a harmonikus oszcillator. Ha egy adott rendszert valamilyen kozelitésben (pl.
kis szogek) at tudunk alakitani valami oszcillator-szeriivé (rezgések) akkor vissza tudjuk vezetni a
problémat valami jol megoldhatéra. Most erre nézziink par példat.

5.1. példa: Csuszkalo inga

Vegylink egy M tomegd testet, és rogzitsiik egy sinre a gravitacioval merdlegesen. Erre akasszunk
egy | hosszustign ingat, rajta egy m tomeggel. Milyen mozgdst végez a rendszer kis kitérések esetén?

X
-

17. abra. Sinen csiszkalé testhez rogzitett inga.

Az efféle feladatok megoldasa is egy konnyen elmondhaté szisztémat kovet:
o Keressiik meg az egyensilyt, és vegyiik fel az attol valo eltéréseket ¢; altalanos koordinatakként.

e Ha a rendszer magatol nem harmonikus (nem rugokbol all), kozelitsiink addig, amig az nem
lesz.

e Talaljuk meg a rezgésekhez tartozé 7; normélmodusokat és w; frekvencidkat.

Hogy ez kézzelfoghatébb legyen, nézziik meg erre a példéra, két féle megoldéson keresztiil. Minden
esetre a kiinduléasi pont a Lagrange-lesz, amit irjunk fel az egynsiilyi helyzettsl vett eltérésekkel.
Ez a példa egyszerti: rdnézésre akkor van egyenstlyban a rendszer, ha © = 0 és ¥ = 0: ezek mér
magukban j6 altalanos koordinatak. Veliik a Lagrange:

1 1 1
L= 5Mg;ﬂ + 5Mg;ﬁ +5m (T + yin?) + mglym (5.1)
——
=0
1 1 . .
L= §M5L’2 + 5m (i:2 + 129% + 2130 cos 19) + mgl cos ¥ (5.2)
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5.1.1. Az egyszeri ut

Vegylik észre, hogy x ciklikus: tehat p, megmarad. Ezért

Dy = E;E = M + mi + mld cos ) = konst. (5.3)
T
Hogyha csak a kis szogekre vagyunk kivancsiak, akkor els6 rendben
i(m + M) +mld = A’ (5.4)
ml .
r=— 9+ A 5.5
S VLAl 55)
ml .
pdt = — ddt Adt 5.6
e = 59
ml
t) =— 9+ At + B 5.7
2(t) = — ¥ F AL+ (5.7)
Ami marad még, az a masik valtozé Euler-Lagrange egyenlete:
gﬁ = —ml&d sin g — mgl sin ¥ gg = mi*) + mli cos 9 (5.8)
mi?9 + mli cos 9 — milad sin® = —mlid sin ¥ — mgl sin 9 (5.9)

Amire alkalmazzuk a is szoges kozelitést, és egyszertisitsiink. A kozelitésben most elsg rendig megyiink
el, mert a nem-szogfiiggvényeket tartalmazo mi?v tag elsrend a szogben: a tobbit is célszert eddig
kozeliteni.

9+ %x = —%9 (5.10)
Ebbe be tudjuk irni z(¢)-t a lendiiletmegmaradéasbol kiszamitott idsfiiggéssel:
&—mTM{é:—%ﬁ (5.11)
) <1 - mTM> = —%19 (5.12)
isi:—%m;\;Mﬁ (5.13)

Ez egy ismerss differencidlegyenlet: a szogfiiggvények masodik derivéltja pont egy negativ elGjellel
aranyos sajat magukkal. Keressiik tehat a megoldast

9(t) = C cos (wt + ) (5.14)

alakban. Ezt visszairva

M

—Cw? cos (Wt + 6) = _%mz—& 9 (5.15)

tehat megoldja a tippelt fliggvényiink a mozgéasegyenletet, ha

o _gm+M
== 1
w Y (5.16)
Osszegezve, a megoldasunk a két vatozora:

9(t) = C cos (wt + 9) (5.17)
x(t) = —C’mancos (wt+0)+ At + B (5.18)

Ami azt mutatja, hogy az inga oszcillal, az 6t tarto test mozgasa pedig egy azonos frekvenciajo
oszcillaciobol és egy x irdanyt egyenletes mozgasbol all.
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5.1.2. Altalanos megoldas

A fenti megoldas miikodott, de kihasznalta a lendiilet megmaradaséat: sajnos ezt nem mindig tudjuk
megtenni. Hogy a bonyolultabb feladatok megoldasihoz sziikséges métricos irdasmodot gyakoroljuk,
alkalmazzuk azt is erre a feladatra.

Elgszor is, fel kell irnunk a Lagrange-ot matrixosan az altaldnos koordinatakkal,

1 1
alakban. Na ez igy még nem fog menni a mi Lagrangunkra, szoval kozelitsiink most rogton a
Lagrange-ban. Menjink el a szogben méasodfokig: igy a derivaldsok utan elséfoki tagok lesznek a

mozgésegyenletben. Ebben a kozelitésben cosd ~ 1 — %2, tehat

_1 -2 } -2 292 . 4 . 802 1 2
£—2M$ +2m(x + 179° + 2129 lx’ﬁﬁ)%—mgl nglﬂ (5.20)

Itt két tagot is elhagyhatunk: az els§ alahtzott méar harmadfoki, a mésodik pedig egy konstans. Ez
mar felirhaté szépen, mint

L\ (M+m ml T 1 /x\ (0 0 x
=G ) 6) 206 G e
Elvégezve a méatrixos alakra a derivalgatast, az Euler-Lagrange

Mé=-Dq (5.22)
q=—M"'Dq (5.23)

Ebbél a mésodik alak mar szemléletes: pont Gigy néz ki, mint egy oszcillator egyenlete, csak vektorok-
kal. Mivel t6bb dimenzioban vagyunk, keressiik a q megoldésat valamilyen tippelt probafiiggvények
linearis kombinaciojaként:
q= Z c¢im; cos (wit + 6;) (5.24)
(2
Hogy megtalaljuk ezeket az 7 vektorokat és w frekvenciakat, meg kell oldanunk az A = M~'D
métrix sajatprobléméjat. Elészor kell a tdmegmatrix inverze, ami két dimenzioban

1
M= djM 2
= det %a 1= (5.25)
tehéat nekiink )
1 ml —ml
M= 5.26
= m(m + M)I? — m?2[? (—ml M+ m) (5.26)
1 mi? —ml
-1 _
M= Mmi? <—ml M —|—m> (5.27)
Marad a matrixszorzas, ami most relative gyorsan megvan:
1 0 —m2l%g 0 — 379
A_MmPQ (M +m)mgt) = \o  Mimg (5.28)

Ennek a sajatértékeit jeloljiik w?-el, a rajuk vonatkozo egyenlet pedig a determinansos képletbsl

M+mg
2 g _ 2\ _
w < T w> 0 (5.29)
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Ennek két megoldasa van: egyrészt lehet wg = 0. Masrészt lehet

M+mg
2
= Z 5.30
Nézziik meg a hozzajuk tartozo sajatvektorokat! Az elss esetben
0-0 —g
M1

Ennek normalt megoldasa:

Mo = (é) (5.32)

Van tehat egy komponensiink, ami az « irAnyban wy = 0 frekvenciaval oszcillAl. Ez az, ami egy
egyenletes eltolasént jelenik meg a megoldésban, és ez a mdédszer nem alkalmas a targyalésara.
A masik sajatértékre

_M+4mg —mg
< ](‘)4 ! ]64 ) n=20 (5.33)
amit megold
__ml

Ez a szog iranyaban egy w frekvencias oszcillacio, ami az x irdnyra egy —mTlM faktorral terjed at. A
mozgasegyenletek megoldéasa tehat ebben a formalizmusban:

<§> —C (‘ WFIM) cos (w; +6) + B (é) cos (0t + &) (5.35)

Ez szépen visszaadja a "rendes" megoldasunk oszcillald részét: lathatjuk viszont, hogy az egyenes
mozgas kiesett. Ez azt jelenti, hogy a tippelt fiiggvényalakunk nem illeszkedett teljesen jol a vart
megoldashoz, van azon kiviil is komponens.
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5.2. példa: Kettés inga

Vegyiink egy altaldnos kett6s ingat, elGszor eltérs hosszakkal és tomegekkel. Mik lesznek ennek a
normdlmddusai? Vagy legaldbbis par specialis esetre mik lesznek, mert ahogy latni fogjuk, altalanosan
kicsit bonyolult a rendszer.

18. abra. Kett6s inga.

5.2.1. Matrixok a Lagrange-bol

A tomegpontok koordinatai:

T\ _ l1 sin ¢ T2\ _ l1sin @1 + l2 sin g (5.36)
Y1 —ly cos Yo —ly cos 1 — la cos o '
Derivalva:
<1:1> _ l1¢1 COS Y1 Lo _ (llw.l COos 1 + l290.2 COos 802> (5 37)
Y1 l1p1sin gy Y2 l1p1 sin 1 + lao sin o '

Majd négyzetre emelve:

1 + 4 = G607 (5.38)
29 +1j2% = 5617 + 1362° + 212162 cos (p1 — 2) (5.39)

Amibdl jon majd a kinetikus tag. A potencialis:
V = —mygly cos p1 — mag(ly cos p1 + Iy cos @) (5.40)

Alkalmazzuk a kisszoges kozelitést: a kinteikus tagban legyen cos (p1 — ¢2) = 1 mert azt a két szog
derivaltjaval megszorozva masodrendii lesz, a potencidlisban pedig cose =1 — 5. Ekkor matrixosan:

oL (l%(m1+m2) zlzzm2> .1 q((m1+mz>hg 0 >q (5.41)

2 l1lams l%mg B 5 0 malag

Ismét kell a tomegmatrix inverze:

(5.42)

Mol 1 13ma —l1lama
= 213ma(my 4 mg) — 213m3 \—lilamy  1F(m1 4 my)
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M_l 1< l%mg —lllgmg ) (543>

= 7 BBmumg \~lilbma  B(m1+ma)

Ezzel az é matrix:

P (zgm ~llams )> ((m1+m2)llg 0 ) )

Bli3mimg \—lilamy I3 (my +my 0 malag
_ 9 ( la(my + mo) —lama > (5.45)
Liomy \~li(m1+m2)  l1(m1 +mo) '
g(lmi+ma) (I —lom s
== mim 5.46
lilamy <—51 i (5.46)
5.2.2. Normalmédusok a sajatrendszerbdél
Ennek az A métrixnak kell megoldani a sajatproblémdjat. A sajatértékekre:
<g(m1 +ma) w2> (g(ml +ma) wz) _ g(m1 4+ m2) g(m1 + m2)12 m2 L=0 (547)
l1m1 l2m1 l1l2m1 l1l2m1 m1 + mso
2
g(mi+ma) 2 g(mi+ma) B2 -9 ma(ma —;m2> =0 (5.48)
lymy lamy lilamy
W g(mi +ma) g(m1 +ma) 2 g(mi 4+ mya) n glmi+ma)\ g*ma(my —kag) _ 0 (5.49)
l1m1 lgml l1m1 lgml lllgml
2 2 2
w29t ma)(lh + ) | g7 + 72712) _gma(ma ﬂ;mz) _0 (5.50)
l1l2m1 lllgml lllgml
2 _
wt o2t ma)(h+b) o (m+ma) mg(ml +ma) _ (5.51)
lll2m1 lllgml

Ebbdl fel lehetne irni a masodfoku egyenletet, megkapva a sajatértékeket tetszéleges esetben. Ehelyett
most nézziink egy specialis esetet: legyen l; = lo = [. Ekkor az egyenlet:

2 2
Ilmq ?mj
2
w4_2w2gm1+m2 g~ mi+me —0 (5.53)
l ma l2 ma
Erre rakiildve egy mésodfoka megoldot:
1 gmi + me g2 (m1 + m2)2 g2 mi + mso
2
=— (22 +4 /4% —4= 5.54
Y 2[z mi \/12 m? 2 m (5.54)
2
Wi g Ny M T (5.55)
l mq ma (m1 + mg)
Wi = gt m [1 +, 2 (5.56)
I m mi + ma
Amire meg is nézhetjiik a sajatvektorokat. Az egyenleteink:
g(ml + m2) I-1% mfifmz _mf?}fmz
Imy -1 1-1F 1

mi1+ma
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Tehat
(m +m2) + mn}rin _mn}fm
glmq 1+ma 1+ma e = 0 (5.58)
Imy -1 F/
mi+mg

Ez gyakorlatilag
2

Fa -«
<_1 qm) ne =0 (5.59)

aminek megoldasa 7,, = Famn,,, tehat példaul

e = < iﬂJ (5.60)

5.2.3. Ertelmezés specialis esetekkel

Ez volt a félig altalanos megoldas, azonos hosszusigokra. Még nem tidl szemléletes, szoval nézziik
péar mégspecifikusabb esetet. El&szor:

o Legyen m = mj = mo.

Ekkor a frekvenciak:

1
1+4/=

2 g
2,
2

Wi =27 (5.61)

a sajatvektorok pedig:
F1
Tehat a modusok:

q (j%) cos (wat + 6 (5.63)

Ezt mar tudjuk értelmezni is kicsit. A lenti inga kitérésének amplitiidoja nagyobb, egy v/2 faktorral,
de a frekvenciajuk egyezik. Az iranyuk eltérhet viszont a két modusban.

o Legyen mj > mo.

Szdval % = ¢ < 1. Ekkor a mo6dusok:

q o <¢f) cos (wt + 1) (5.64)

Ez azt mondja, ki, hogy a fenti test kilengései nagyon kicsit, szinte egy helyben all, mig a lenti inog
koriilotte. Ha elég nagy a fenti tomegiink, akkor olyan, mintha a plafonhoz régzitve lenne egy darab
sima ingank.

o Legyen mo > mg.

Hasonloképp, ekkor % = e < 1. A moédusok:

q o (jil) cos (wit + o) (5.65)

Azonos mértéka amplitidokat mutatnak, csak potencialisan ellentétes iranyba. Az azonos el§jels
modusnél azonos mind az irdny, mind a kilengés: ez az az eset, amikor a két inga igazédbol egy darab
2l hosszisagu ingaként mozog.



44

Gerjesztések

A harmonikus mozgasokkal mér jol megbaratkoztunk. Ezeknek eggyel bonyolultabb esete, ha vessziik
az eddigi rezgs rendszeriinket, és rakapcsolunk valami kiils6 erét. Arra vagyunk kivancsiak, hogy
mi lesz ekkor a mozgas, feltéve, hogy a kiils6 erd nélkiili rendszert mar ismerjiik. Egy matekos
ismétlésként nézzik a kovetkezd differencidlegyenletet:

(0F + wg)a(t) = f(t) (5.66)

és gyorsan nézzik meg a lépéseket a megoldasahoz.
ElGszor is: ez bonyolult. Oldjuk meg elGszor x helyett valami G fliggvényre abban az eseten, ha
a jobb oldalt szerepl6 erd csak egy Dirac-delta.

(0 + wd)G(t) = (1) (5.67)

O azért jo nekiink, mert az ismeretében tetszdleges f(t) erére meg tudjuk mondani a megoldast:

z(t) = /Oo Gt —t)f(t)at (5.68)

Ezt ha behelyettesitjiik az eredeti egyenletbe, akkor lathatjuk, hogy megoldja azt. Minden esetre
még csak alrébbtoltuk a problémét: most x helyett a G Green-fiiggvényt kell megtalalnunk. Ez
kinézhet§ tablazatokbol, példaul a harmonikus oszcillator rendszerére:

i t
G(t) = o Snleod) (5.69)
wo
amivel tetszbleges gerjesztSerdre fel tudjuk irni a megoldast, a fenti integréllal.
Persze minket most a maétrixos jelolés érdekel. Ekkor a mozgésegyenletiink igazabol
MG+ Dq=F (5.70)
Ezt kicsit alakitva
q+M 'Dq=M"'F (5.71)
Hasonléan a fentihez, ennek altalanos megoldésa helyett elGszor nézziik a
(07 + MT'D)G(t) = 5(t) (5.72)

egyenletet. A sima oszcillator megolddsabol idézziik vissza, hogy megtalaltuk M _12 sajatrendszerét:
ezek voltak a normalmédusok, amikre

(M~ Dymi = wini (5.73)
A sajatvektorok diadikus szorzatat felhasznalva pedig felirhatunk két fontos méatrixot veliik:

1= ni M'D=> wni (5.74)
A %

Ahol megjelenik 7;, a sajatvektorhoz tartozé duélis, amire 7;m; = 6;;. Ha a sajatrendszer teljes
és ortogonalis, 6t vehetjiik egyszertien a vektor transzponaltjanak. Minden esetre ezzel a 1épés-
sel rogzitettiikk a bazisunkat a sajatrendszerhez, amit tartsunk fejben. Ezekkel a matrixos részt
elhanyagolva:
sin (w;t)
"G(t) = — —_— 5.75
(=-3 " (5.75)

: %
%
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ami pont ugy néz ki mint a sima oszcillator Green-fiiggvénye. A matrixos részhez emlékezziink vissza,

hogy a Green fiiggvény
/ G(t — )M 'F (5.76)

alakban szerepel nekiink a megoldasban: hatni fog valamilyen vektorra. Ha mi eddig a sajatbazisban
dolgoztunk, akkor ezt az M ~'F vektort is at kell r4 transzformalni. Igy a helyes matrixos alakba
bekeriil még az M ~1F vektor atirasa is erre a bazisra (meg persze egy © lépcséfiiggvény):

sin (w;t)

G(t)=0(t)>  ——"mm (5.77)

Kicsit nézegetve ez két dolgot csinal. ElGszor is, hattatva a gerejsztd erdre, azt levetiti valamelyik
sajatmodus irdnyaba. Ebben az irdnyban pontosan tigy hat, mint a sima oszcillatorra a gerjesztés.
Ezeket Osszegezve az Osszes modusra, megkapjuk a teljes hatasat a forrastagnak. Mindez persze szép
bonyolultan hangzik, szoval nézziink is ra par példat!

5.3. példa: Szinuszos gerjesztés harmonikus oszcillatorra

Bemelegitésként nézziink meg egy sima harmonikus oszcillatort, amire rakapcsolunk egy szinuszos
gerjesztést a t = 0 pillanattol kezdve:

(0F +wi)z = f(t) (5.78)
F(t) = fosin (Q0)O(8) (5.79)

Itt a gerjesztSerGben a O(t) lépessfiggveny a "t = 0 pillanattdl kezdve" szofordulat atfogalmazasa
matekra. Tudjuk, hogy a Green fiiggvény ismeretében a megoldas

t) = / Gt —t)f(t)dt (5.80)
és hogy a sima oszcillatorra ‘
G(t) = O() S“;“t (5.81)

Mivel a forrasmentes rendszer egy sima harmonikus oszcillator, amit ismeriink, nincs més dolgunk,
mint beirni ezeket az integréalba, tligyelve, hogy minek mi az argumentuma:

/ ot Sm“’(t snwt = 1) o (o)t (5.82)

Nézziik meg mit csinalnak ezek a lépessfiiggvények. A O(t') annyit tud, hogy ¢ = 0 alatt nulla,
felette pedig egy. Fzzel be van szorozva az intergrandus: tehat annyit tesz, mintha —oo helyett 0-t6l
integralnank. A masik, ©(¢t — t’) akkor lesz nulla, ha ¢t — ' < 0, tehat ha t' > t. Ez egy felss korlatot
ad az integralunknak t-nél. Ezeket beirva, illetve kiemelve mindent ami konstans:

x(t) = Jo /O sin [w(t — ¢')] sin (Qt")d¥ (5.83)

w

Nézziik meg hogyan kell elvégezni egy ilyen integralt kézzel, papiron. El&szor is, trigonometriabol
tudjuk, hogy

cos(x + y) = cosxcosy — sinxsiny (5.84)

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny 5.85)
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Az als6bol kivonva a {ols6t:
cos(z —y) — cos(x + y) = 2sinzsiny

Tehat nekiink:
cos [w(t —t') — Qt'] — cos [w(t — ') + Q']

sin [w(t — t')] sin (Q') = 5

Amivel az integralunk két rész dsszegébdl fog allni:
1 [t 1t
2/ cos [w(t —t') — Qt']dt’ — 3 / cos [w(t —t') + Qt']d
0 0

Nézziik most csak az els6t, és vezessiink be egy u valtozdcserét:

u=w(t—t)—-Qf
du
@:—W—Q

Tehét az integral:

t
/ cos [w(t —t') — Qt']dt' = —
0 Q

Amire kell még figyelniink, azok a hatarok. Ezek rendre:

1
/ cosudu
+w

u(t' =0) = wt u(t' =t) = —Qt

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

ahol feltiinhet, hogy a fenti hatar igazabol lentebb van, mint a lenti. Ezeket felcserélhetjiik, ami hoz

egy negativ zorzot az integral elé, igy:

1 1 wt
— / cosudu = / cos udu

Ezt mar egyszeri kiintegralni:

IR 1
Ot o /_Qt cos udu = T [sinwt — sin (—Qt)]

=0t [sin wt 4 sin Q]

A masik integralunk is hasonlo lesz, annyi kiilonbséggel, hogy ott

w=w(t—t)+Qt

dw

illetve
wt' =0) = wt wt' =t) =Qt

Tehét ez az integral:

t 1 Qt
/0 cos [w(t —t') + Qt'1dt’ = 0w /wt cos wdw

1
a0 [sin Qt — sin wi]

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)
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Véve a kettd kiilonbségét, kézos nevezdre tudunk hozni:

0T [sinwt + sin Q] — a0 [sin Qt — sinwt] =
(Q —w)sinwt + (2 —w)sinQt — (2 + w) sin Qt + (Q + w) sinwt
B (Q4+w)(Q2—w)
2Q sinwt — 2w sin 2t
- 02 — 2

Visszairva minden elhagyott szorzo faktort, ezzel a megoldésunk:

_ foQsinwt —wsin Q¢
Cw Q2 — w2

a(t)

(5.101)
(5.102)

(5.103)

(5.104)

Igy megkaptuk egzakt formaban a kitérés-idé fiiggvényt. Vele mar tudunk szamolni barmit, ami

érdekelhet a mozgasrol. Most példaul nézziik meg, hogy hol lesz a kitérés nulla, tehéat

x(to) =0

Ehhez
@ Q sinwtg — wsin Qg
w Q2 — 2

Qsinwty — wsinQtg =0

=0

Q) sin wty = wsin Qg
sin witg w

sinQtg

Vegyiik azt a speciélis esetet, ahol 2 = 2w. Ekkor

sinwtpg 1

sin (2wtp) 2

Egy addicids tétel utan
sin2x = 2sinx cosx

tehat

sin wtg 1

2sinwtg coswty 2
1

cos wiy

Ami teljesiil, ha

wty = 2km ke

5.4. példa: Gerjesztett csillapitott oszcillator

(5.105)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

Baratkozzunk még kicsit a gerjesztésekkel egy dimenzioban. Vegylink egy csillapitott oszcillatort, és

kapcsoljunk ra egy gerjesztd er6t, ami

1) = Lemer 1

(5.115)
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Tehat egy konstans er§ a t € [0, 7] iddintervallumban, azon kiviil pedig nulla. Tudjuk, hogy a
megoldasunk

o(t) = / Gt — ) f (1)t (5.116)
alakt lesz, amihez ki kell szamolnunk a gerjesztés nélkiili rendszer Green fliggvényét. Ez a rendszer
i+ wiz +2y2 =0 (5.117)

tehat a Green fliggvény egyenlete:
(07 + 270, +w) G(t,t) = o(t — ') (5.118)

A Green-fiiggvény kiszdmolasat most kihagyjuk, eredménye:

G(r) = (™ e (5.119)
ahol
@? =wf - (5.120)
Ezt felhasznélva, a mi adott erénkre:
> in (@t —t' /
w(t) = fo/ o(t)e(r —t)e(t - t’)sm(w(@))e—’” at (5.121)
T J-co

Az els§ 1épcstfiiggvény miatt az integral alsé hatara nulla lesz. A fels6t a masik két lépcsé adja,
attol fliggben, hogy t vagy 7 a nagyobb:

o Hat < r:
z(t) = % /O “sin @t —t))e " ar (5.122)
- % = Jlr " [we™ " + vy sin (Wt) — & cos (@t)] (5.123)
e Hat >
x(t) = J:?/T sin (@(t — t'))e " dt’ (5.124)
0
= 7‘%@2 —11- 7 [e™"" (@cos (@(t — 7)) — ysin (@(t — 7))) + ysin (W) — @ cos (t)] (5.125)

Amiket mar géppel érdemes kiszamolttatni, mert tal sok parcialis integralas kell hozza, hogy ne
hibézzunk kézben. Ezutébbin beliil nézziik meg, mi térténik ha t — oo, és v < &. Ekkor

1
x(t) — %@2 e %sin (wt) — cos ((Zzt)] R~ _TJ;())Q cos (wt) (5.126)
Amibdl a rezgések amplitidoja
i
A= 50 (5.127)

T
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5.5. példa: Haromrugés rendszer gerjesztése

A mult alkalommal szerepelt a két tomegbdl, két falbol, és harom rugobol allo rendszer. Hattassuk
erre is az el6z6 fo/7 er6t, majd diskutaljuk, hogy mi torténik annak fiiggvényében, hogy melyik

testre hatunk vele.

19. abra. Falas-rugo6s rendszer.

5.5.1. Sajatmoédusok

Legyen most is szimmetrikus a rendszer, tehat mi; = mq és k1 = ko # K. Emlékeztetsiil, ekkor a

matrixaink:
_(m 0 _(k+ K -K
N N G s B
amivel egyszertien
1
A="-D (5.129)
LT L=
A sajatértékekre ekkor:
k+ K > K2
<+ - w2> B — (5.130)
m m
Legyen az egyszertiség kedvéért wg = k/m és Q% = K/m, igy
(2 +wd—w?)’ =4 =0 (5.131)
wh —2(08 + ww? + (B +wd)? - Q5 =0 (5.132)
w? =0 + wj £ \/(Qg +wd)?— (R +wd)?+Q (5.133)
w? = w? ws = Wi + 202 (5.134)

Az ezekhez tartozo sajatmodusok pedig, mivel
2 2 2
_ (wo + % =825
A= < _02 W2+ 02 (5.135)

teat kis matekkal

(1) et (1) 29

Ezek ugyebér két harmonikus mozgast irnak le: az elsénél a két test azonos iranyba mozdul ki, a
masiknal pedig ellentétesbe. Ezekhez a modusokhoz kell illeszteniink a gerjesztésiinket. Tehét a Green
fliggvényiink komponensei a sajatmodusok rendszerén, kihasznalva, hogy most teljes orthonormalt:

sin (w;t) . sin(wit sin (wat
Gt) =) sin (wit) - iy = S l) g Snent) T (5.137)
p Wi w1 w2
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Ha ezt hattatjuk a gerjesztd erénke, akkor az nm’ tagok gyakorlatilag egy projektorfelbontéast fognak
rajta végezni: fel kell irnunk a forrastagunkat ezekkel a vektorokkal.

5.5.2. Azonos lokés

Ha mindkét testet azonos erével 16kdossiik, akkor ezen a bazison az erd:

F(t
M'F = ) <1> +0- ( L > F(t) = @@(t)@(f —t) (5.138)
= m 1 -1 T
Tehét a koordinatak idéfejlédése:
o0 i t—1t)) [1
- t —¢ t—¢ ﬂ% dt 1
a= [ _ewe(r—rie(— ¢t | (5139)
Ismét vegyiik azt az esetet, ahol ¢t > 7:
T . Y
q= [ Josnit=1t) (1) ' (5.140)
0o mT w1 1
Az integralas utan:
a= 2 [cos (wolt — 7)) — cos (wot)] - <1) (5.141)
mTws 1

Nézziik meg mi torténik, ha 7 — 0. Ez annak felel meg, hogy a rendszer egy pillanatnyi l6kést kap,
aztan szabadon fejlédik az idében. Egy kis atirassal:

_fo cos(wo(t — 7)) — cos (wot) (1
q= mwg - <1> (5.142)

ami ebben a hataresetben nem mas lesz, mint egy derivalt régimodi képlete. Tehat:

q— sin wot - <1> (5.143)

mwo
a kis 16ket utan a rugdk az els6 modusban rezgenek, azonos iranyban. Ennek a frekvencidja wyg, az

amplitidoja pedig f2/m2wd.

5.5.3. Baloldali 1okés

Mi torténik, ha csak az els§ rugora hat kiilsé gerejsztés? Ekkor az ers felbontasa

F— g . G) + g . (_11> (5.144)

tehat most az integralunkban két tag is lesz:

q= -2 /T sin (w1t =) G) | Sinfwat=t). ( 11> dt’ (5.145)
0

2mr w1 wo

Ezt kiszamitva

q= Jo 5 [cos (w1 (t — 7)) — cos (wit)]- <i> + fo 5 [cos (wa(t — 7)) — cos (wat)] - (_11> (5.146)

2mTwy 2mTwy
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Itt szintén alkalmazzuk a 7 — 0 hataresetet:

q— 2f0 sinwyt - G) + I Gnnt - <_11> (5.147)

mwi 2mwso

Ez a mozgas tehat két részbdl all: azonos iranyban feleakkora amplitid6ju rezgést végeznek a
rugdk mint az elsé esetben; viszont megjelenik egy ellentétes irdnyt moédus is, a hozza tartozé wo
frekvenciaval. Vegyiik még ellendrzésiil radikalis esetnek azt, amikor a kdzépss rugon K = 0, mert
ekkor

Wi = wi + 203 (5.148)
W1 = W2 (5.149)

Beirva: ; ;

0o . 1 0o . 1
t- t- 5.150
p— sin wy <1> + Do sin wy (_1> ( )
ami kis rendezés utan
q— J0_ Ginwot - <1> (5.151)
mwo 0

Aminek oriiliink: az els6 test pontosan tigy mozog, mint a fenti gerjesztd eré esetén; a mésodik pedig
nyugalomban marad. Ez logikus, mert K = 0 mellett nincs rugd ami 6sszekétné a megmozgatott
testtel.

5.5.4. Ellentétes szinuszos gerjesztés

Nézziink meg erre a rendszerre is egy szinuszos gerjesztést ¢ = 0 kezdettel, ami ellentétesen hat a két
testre. Tehat a gerjeszts erénk:
F(t) = O(t) fo sin (Qt)n2 (5.152)

Erre hattatva a tomegmétrix inverzét:

M~ = ot )@ sin (Qt)m2 (5.153)

majd pegid a Green-fliggvényt, ami most ismét csak az egyik moéduson hat:

/ ot sm sin (wa(t = 1)) )) ot )@ sin (Qt')nadt/ (5.154)

w2

A hatarok ismét a lépcsdfiggvényekbdl addodnak: az els6 miatt a fenti hatar ¢, a masodik miatt a
lenti pedig 0. Tehat:
¢
q= fo/ sin (wg(t — t')) sin () (_11> dt’ (5.155)

mwsa Jo
Ez az integral ugyanaz, mint a sima oszcillatornél, szoval a kiszamitasat most kihagyjuk. Eredménye:

fo Qsinwaet —woesindt [ 1
= 5.156
q mwa 02 — w3 -1 ( )
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5.6. példa: Egyszerd molekula

Modellezziink tgy egy kis molekulat, mint 3 test Osszekotve 2 rugoval. Legyenek a rugdk és a
kinti tomegek azonosak. Mik lesznek ekkor a sajatmodusok, és hogyan hatnak a rendszerre a kiilsé

gerjesztések?

20. abra. Egy egyszert mulekula vazlatos rajza.

5.6.1. Normalmoédusok

Felirva a Lagrange-ot, kis munkaval kideriil, hogy itt a méatrixaink:

m 0 0 ko —k 0
M=(0 M 0 D=|-k 2k -k (5.157)
0 0 m 0~k k

Mivel M diagonéalis, konnytd invertalni: egyszertien a tomegek reciprokai kellenek egy diagonélis
métrixba. A szorzést elvégezve:

1 ~1 0
A=uwj|-2 220 -2 (5.158)
0 ~1 1

ahol bevezettem megint % = w3-et. Ebbdl a sajatértékre vonatkozo egyenlet:
2 2y2 2 m 2 4m 9 2
- 2 ——w)—Qw—w—w =0 5.159
(w§ —w?)? (20827 327 () —w?) (5.159)
Ranézésre két megoldést is be tudunk tippelni. Legyen az els, meglepé moédon w = wy, ami altalaban
egy jo tipp. Az ehhez tartozo sajatvektor

1-1 -1 0
2m 1 M |y =0 (5.160)
-1 1-1

%
0

alapjan olyan lesz, hogy a mésodik komponense nulla; az els6 és utolsé pedig egymas ellentettjei.
Szépen normélva:
1 1
=—10 5.161
Mo NG 5 ( )

Amivel meg is van az els§ modus: ebben a kézépsé atom mozdulatlan, a masik kettd pedig ki-be
rezeg koriilotte.

A masodik sajatérték is konnyen tippelhets: legyen w; = 0. Ez is teljesiti az egyenletet, és a
hozza tartozé sajatvektor lehet példaul:

1 -1 0
—moom o _m =0 (5.162)
0 -1 1



93

1
m=1 (5.163)
1

Ez egy nulla frekvencias rezgés, ami minden koordinatara azonosan hat. Hasonléan a cstuszkald
inganal latotthoz, ez sem egy rezgés igazabdl: ez egy eltolas az x tengelyen, ami mindharom atomra
ugyanigy hat.

A harmadik sajatérték nehezebb: ehhez méar egy picit szamolni is kell. Tudjuk, hogy ez egyik
sajatérték wi, szoval emeljiink ki a sajatérték egyenletébdsl (wi — w?)-et:

(wi — w?)? <2wg% - w2> - 2w§%(w8 —wH =0 (5.164)

(wi — w?) [(wg —w?) (ng% — w2) - 2w§%} =0 (5.165)

Wt — w2e? (1 v 2%) v 2wé% - Qwé% ~0 (5.166)

Wt w2e? (1 + 2%) =0 (5.167)

w? [w2 — R (1 + 2%)] - (5.168)

Tehat a harmadik megoldds w3 = w? (1 + 2%) Az ehhez tartozd sajatvektor szamolasat most

kihagyom, eredménye:

N =—--— | —20 (5.169)

Ahol a = §;. Ez egy olyan modus, ahol a két széls6 azonos irdnyba mozdul el, a kozéps6 viszont
ellentétesen. A bejovs tomeges sorzofaktor azért olyan, amilyen, mert a témegkoézéppont nem
mozdulhat el.

5.6.2. Bal oldali 6sszenyomas

Hattasunk a rendszerre most egy 16kés szerii gerjeszt&erdt, aminek az alakja:

F=r@) (-2 Py = Romerr — 1) (5.170)
O T

Tehat a bal oldali és a kdzépsé atomokat ellentétes iranyba 16ki, a harmadikat pedig békén hagyja.
Erre hattatva a tomegmétrix inverzét:

2/m op [ 1
f=M'F=F|-2/M]|="—1]-a (5.171)
o 0 ™\ o

Most nézziik meg tippelés nélkiil, hogy hogyan kell ezt felbontani a sajatbézisra. ElGszor is,
halistennek a ng és n2 sajatértékek ortogonalisak, széval nekik lehetnek a dualisok egyszertien csak
a transzponaltak. Veliik:

1 0 -1 1 1 -2« 1

1
mo==-10 0 0 mm=-——5 |22 4a* 20 (5.172)
2 1 0 1 2 + 4o C9g 1
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Ezekkel megszorozva a hato erét:

- F F
noiof = — | 0 | = —=V2no (5.173)
m 1 m
roo1 1+ 2a? r
1+ 202

(5.175)

Ellenérzésképp lathatjuk, hogy ezeknek az Gsszege tényleg visszaadja f-et. A harmadik irdnyra most
nincs sziikség.* Beirva végre a Green-fiiggvényes alakot a rendszer idéfejlédésére, az el6zé példat
kovetve:

. 1 . 1
t t—t t=t
q=Jo [l (g ) el o) ar (5.176)
mT Jo wo 1 w2 1

Ezt ismét ki tudjuk integralni, majd megnézni az érdekes 7 — 0 hataresetet:

. 1 . 1
_, Josin(wot) ) | fosin(wat) o ) G (5.177)
wo 1 m w9 1

Mivel wo = wov1+ 2a, meg tudjuk nézni mi térténik o« = 0 hataresetben: ez azt mondja ki,
hogy a kozéps§ atom sokkal nehezebb, mint a széls6k. Ekkor a kozéps6 test moédusai eltiinnek,
az mozdulatlan marad. A mésik kettére pedig ebben a hatéresetben azonos frekvenciaju rezgések
hatnak: a jobb oldali testre kioltjak egymaést, a bal oldalira pedig kétszeres amplitiid6ju rezgéseket
okoznak.

5.6.3. Eltolas Green-fiiggvénnyel

Azért nézziik még meg az eltolashoz kapcsolddo modust is, és lassuk be, hogy tényleg az eltolasokhoz
kapcsolodik. Legyen a gerjesztSerd

1
F=rF (X (5.178)
1
amivel
i (!
f==11 (5.179)
™ \1

tehat 6 m1 modushoz tartozik. Ezzel a gerjesztéssel

q<_15/£tsnlﬁ“ﬂt“t9). 1 (5.180)

mT w1 1

4Mert az nem merdleges erre a kettére, ezért direkt olyan erdt valasztottam, hogy ne kelljen vele szamolni. Altalanos
esetben mindharom irany szerepelhetne. Ekkor a harmadik vektorunkat és a duélisat ugy kell megvalasztani, hogy
teljesiiljon 1m;m; = 9.
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Ne ijedjiink meg, hogy w; = 0-val osztunk le, helyette szamoljunk tovabb. Kiintegralva, majd a
szokasos kozelitést téve:

. 1
t
_, Josin(wit) [ (5.181)
w1 1
Ezt szorozzuk be eggyel, ami ¢ /t:
f(] sin (wlt) 1
oy JosmEt, 1y (5.182)
wlt 1

Majd hasznaljuk ki, hogy S‘% ~ 1, ha € kicsi. Nekiink most pontosan nulla, széval elég j6 lesz ez a
kozelités:
fo
q— =t-|1 (5.183)
o\

Tehat azt kapjuk, hogy mindhérom testet meglokve, azok egy konstans v = % sebességgel fognak
reagalni. Ez egész intuitiv, széval j6 latni, hogy végss soron ki tud jonni a rezgések nyelvén is.
5.6.4. Teljes duilis rendszer

A teljesség jegyében nézziik még meg, hogy hogyan lehetne egy &ltalanos iranya gerejsztést is
kiszamolni. A bézisunk:

1
1 _ 1
=7 0 o =75 (1 o -1 (5.184)
—1
1
1
1 ! 1
M= e —fa fl2 = NoFwT (1 —2a 1) (5.186)

Azok a dualisok amik mar megvannak jok: rajuk konnyen lathatjuk, hogy teljesiil ;m; = d;;. Ez n’
transzponalttal nem mikodne, szoval keressiik meg, hogy mivel igen. Legyen

m=(x vy 2 (5.187)

majd nézziik meg mindharom sajatvektorral a skalarszorzatat, és koveteljiikk meg a § teljesiilését.
Ezek rendre harom egyenletet adnak:

r4+y+z=1 (5.188)
x—2z=0 (5.189)
r—2ay+z=0 (5.190)
Ezt kicsit atrendezve megoldja:
z=zx (5.191)
=y (5.192)

Ra+1l)y=1 (5.193)
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Tehéat
o
= 5.194
T T2 +1 (5.194)
1
= 5.195
Y= 201 (5.195)
«
= 5.196
: 20 + 1 ( )
(5.197)
Vagy tomorebben
1
1 = 1 1
=5 (o ) (5.198)
Ezzel a projektorunk
1 « 1 «
1 = 1 .1
M =5 ! (5.199)
1 «
Ellendérzésképp, hogyha ezt hattatjuk a korabbi
1
P (5.200)
m
1
erére, akkor eredményil:
RPN B G A N (5.201)
= — (0% .
mm m oo+ 1 1
o 1
Fo 2041
=3 ] 2a+1| =1 (5.202)
maatd\oa 41

tehat jol dolgoztunk: tényleg ebbe az iranyba projektal ez a diadikus szorzat.
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7. Ora

Ha merev testekrdl beszéliink, az azt jelenti, hogy minden pont kozti tdvolsag fix. Ezzel a nagy
korlatozassal két féle mozgast végezhet a test: vagy minden pontja ugyanarra megy, ez lesz a
tomegkozépponti mozgas, vagy valahogy forog egy tengely koriil. Ezekkel a kinetikus tag:

1 1
K = 5Mug + SwOw (7.1)

Emlékeztetdiil, a forgédsi tagban megjelenik a tehetetlenségi nyomaték tenzor:

eij = /d3rp(r) (5Z‘j’l”2 — Tﬂ“j) (72)

ami olyan mint a tomeg, csak a gyorsulasra valo tehetetlenség helyett a forgatasra vonatkozik. Ezen
feliil megjelenik még a forgatas vektoros dbrazolasa w-n keresztiil: 6 mondja meg, hogy milyen
tengelyek koriil milyen gyorsan forgunk.

Nézziink el@szor par példat arra, hogy hogyan kell kiszdmolni ezt a cstinya tomegszerti matrixos
izét.

7.1. példa: 242 tomegpont

N

Y

21. dbra. 242 tomegpont rajza.

Hatéarozzuk meg ennek a 4-pont-rendszernek a tehetetlenségi tenzorat! ElGszor is: inkabb legyiink
okosak, és forgassuk el az egészet 45 fokkal, mert gy egyszeriibb. Nézve a képletet:

eij = /dgT’p(I'> (6ijr2 — Tﬂ'j) (7.3)

nekiink itt igazabol 4 diszkrét pontunk van: csak szummaéaznunk kell az egyes pontokra. Ez olyan
mintha p egy par delta lenne.

®ij == ka (5ij7‘k2 - T‘fT?) (74)
k
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Ezt kiirva példaul az zx komponensre:

Opr = ka (5m7‘k2 - rﬁrl;) = ka (er - r];r];) (7.5)
k k
:ka(xz—i-y,%—i-zg—xi) :ka(y,%—i-zz) (7.6)
k k

A z koordinata mindegyikre nulla. Az y pedig csak a ketté nagy M tdmegiire nem: ekkor ha mondjuk
2a az oldalhosszusagunk, akkor v, = v/2a

Ouz = M -2a* + M - 2a* = 4Ma* (7.7)
Teljesen hasonlban:
Qyy = 4ma* (7.8)
Ami maés, az a harmadk irany:
0., = Z mg (6zzrk2 - TI;T,I;) = ka (l‘i + yl%) (79)
k k

mert ebbe mar mind a négy jarulékot ad. Beirva:
Q.. =2-M-(2a*) +2-m-(2a%) = 4(M + m)a* (7.10)
A vegyes tagok még hatra vannak, mind a harom. Ezekbdl példaul

Oy = ka (5:53,7"“2 — :L'kyk) =0 (7.11)
k

mert a ¢ nulla, illetve nincs olyan tomegpont, amire zy - y5 ne lenne nulla. A tenzor tehat ebben a
forgatott rendszerben:

M 0 0
=4a®>[ 0 m 0 (7.12)
0 0 M+m

[©)

Jo, de minket nem ez érdekelt, hanem ennek a 45 fokkal elforgatott esete. Van mér viszont egy
métrixunk: ezt lazén el tudjuk forgatni egy 3D-s forgdsmétrixxal, mivel

e =0"00 (7.13)

Ez a matrix most, beirva a szogfliggvényekbe a 45 fokot:

1 1 0
-1 1 0 (7.14)
0 0 V2

Q:

Sl

A végeredmény egy kis szorozgatas utan:

m+ M m— M 0
=2 m-M m+M 0 (7.15)
0 0 2(m + M)

Ugyanezt kaptuk volna, ha rogton ebben a koordinatarendszerben szédmolunk: csak latszik, hogy +1
nem nulla tagot kellett volna még figyelembe venniink.
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7.2. Henger

Nézziink meg egy folytonos tomegeloszlasa esetet is. Mi lesz egy homogén henger tehetetlenségi
nyomatéka a témegkdzéppontra vonatkoztatva? Mivel homogén, igy

p(r) = p = konst. (7.16)
Felirva az integréalt:
@ij = p/d37‘(5ij7‘2 — T‘Z'Tj) (717)

de nekiink csak a henger hataraiig kell elmenniink, azokon kiviil nincs tomeg. Ehhez térjiink at
hengerkoordinatakba, ahol az integral

L/2 2w R
©,; = p/ z:/ rdgo/ dr(5ijq2 — qiqj) (7.18)
L2 Jo 0

Itt atirtam az eddig r-el jelolt koordinatakat g-ra, hgo ne keverjiik 6ssze a hengerkoordinatakbol a
sugarral. Nézzilkk meg most a zardjeles kifejezést az egyes komponensekre, és hogy azt hogyan kell
kifejezni a koordinatainkkal.

1] = 22 — (5zzq2 - QZQZ) = {L‘2 + 3/2 = T2 (7'19>

ami feliilnézetbdl felrajzolva a probléméat szépen kijon. Tehat erre a komponensre:

L/2 2 R
0., = ,0/ dz/ dgp/ dr 3 (7.20)
L/2 0 0

2w R
6., :pL/ dgo/ dr 3 (7.21)
0 0
R
O, = 27rpL/ dr 3 (7.22)
0
R
0., = 27TpL/ dr 3 (7.23)
0
4 2
M
0., = 27rpLRT = RQTrLR— 732 (7.24)
A maésik kettdre:
i =y — (5yyq2 — quy) =22+ 22 =r?sin? o + 22 (7.25)
Na ez mar bonyolultabb:
L/2 2m
= / / dgo/ dr r(r?sin? ¢ 4 2%) (7.26)
L)2
L/2 2w
= / dz/ de ( R— sin? ¢ + R—zQ) (7.27)
L2 4 2
R4 L3 R2
= dyp (L— — 2
p/o o (Lo sinl o+ o) (7.28)
R? L? R? M
= p(L—7 + — —27) = — (L* + 3R?) (7.29)
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De szerencsére ugyanez lesz xz-re is. Minden méas tagban pedig olyanok jelennek meg, hogy

2w 2 2 2
/ sin ¢ cos p / sin 2y, / sin ¢, / COs ¢ (7.30)
0 0 0 0

Amik mint teljes periédusra integralnak sima szoggfliggvényeket: ezeket felrajzolva belathatjuk, hogy
nullat adnak. Tehét a tehetetlenségi tenzorunk:

A (L3R 0 0
9=1 0 L? + 3R? 0 (7.31)
0 0 6 R?

Egy fontos részt leolvashatunk ennek jobb als6 sarkabol: ha korbe forog egy hengeriink, a tehetetlenség

nem filigg a z irdnyna hosszatol, nagysaga pedig %M R?.

7.3. Tomeges atwood gép

Vegyiink egy egyszert Atwood gépet, m és M tomegekkel. DE most vegyiik figyelembe, hogy a csiga
is forog: az p tomegt, és R sugart. Mik lesznek ekkor a mozgasegyenletek?
A teljesen altalanos Lagrangeunk ezuttal:

1 1 1
L= 5my% + §My% +mgy; + Mgys + §®w2 (7.32)

Kiréhatunk viszont par kényszert: mivel a kotél hossza fix, igy
Y2 = —U1 (7.33)
Vagy masképp kifejezve, a kotél minden pontja azonos sebességgel mozog, mert kiillonben szétcsiszna:
y1] = [y2] = |9] (7.34)
A kotél pedig nem csiszhat el a csigédn: tehat
Yy = Rw (7.35)
Beirva még az el6z6 feladatbol a nyomatékot, a Lagrange-unk végss alakja:

1 1
L= 5% (m+ M) +g(m — M)y + (7.36)

Ebbdl az Euler Lagrange eredménye:

i [(m M)+ M — g(m — M) (7.37)

Legyen most M = 2m, u = m, tehéat
i [Sm + m} = —gm (7.38)

=g (7.39)
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7.4. Forgatott rid

Vegyiink egy m tomegt, | hosszisagi rudat, rogzitsiik az egyik végét a plafonhoz tgy, hogy forogni
tudjon, de elmozdulni ne. Kezdjiik el forgatni valamilyen &llandé w szdgsebességgel a felfiiggesztési
pontjatdl lehtzott vertikalos tengely koriil. Mi lesz a rud vizszintessel bezart szoge?

Kis emlékeztetSként, egy rid végére vonatkoztatva

0= %le (7.40)

a tehetetlenség, a ridra merd6leges forgatasokra. Itt a forgatés lefelé mutat: annak a rudra merdleges
komponense
w| =wsing (7.41)

A potencialis tagunkban vehetjiik a teljes tomeget a rad kézepébe, igy

l
V= —Mmgy Cos ¢ (7.42)
Tehét a Lagrange most:
1., 1
L= §@wL + §mgl cos (7.43)
L1 9 9. 9 1
= ——ml“w’sin” ¢ + —mgl cos ¢ (7.44)
23 2
Erre rakiildve egy Euler-Lagrange-ot:
1 . 2 9 9
0= —ngl sin p + éml w” sin @ cos (7.45)
Ennek egy lehetséges megoldasa
sinp =0 =0 (7.46)

Ami teljesen valid: azt irja le, hogy a rud egyenesen lefelé 16g. Ezt letudva leoszthatunk vele, igy

2
g= EZWQ Ccos (7.47)
3g 1
oS = T3 (7.48)
Nevezziik el megszokashbol a dolgokat:
3 2
cos p = 5% (7.49)

Na de ez korlatos, —1 < cos < 1: csak akkor lesz ez a megoldas valid, ha

3wl

-— <1 .
< (7.50)
S < (7.51)

Minden més esetben csak a 0 kitérés lesz opcio. A megoldas tehat tgy néz ki, hogy a forgatés
sebességét novelve egyszer csak elkezd a rud kilengeni. Végtelen gyors forgatas esetén pedig
derékszoget tapasztalunk.
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8. Ora

A Lagrange-i mechanikaval mar nagyon j6l megbaratkoztunk. Ennek lényege tomoren hogy egy
L(q, q,t) Lagrange-fiiggvénybdl az E-L egyenletek segitségével megkapjuk a mozgasegyenletet va-
lamilyen ¢(t) = f(q(t)) alakban. Ez egy szép, relative konnyen kovethets lépésekbdl 4llo folyamat
eredménye, ami miatt hasznos és szemléletes.

Viszont a mésodrendi diffegyenleteket nem szeretjiik annyira, mint az elsérendteket. Sokkal
kezelhet6bb, ha ehelyett atirjuk a mozgéisegyenletet kétszer annyi elsérendi diffegyenletté. Ez a
Hamiltoni mechanika egyik elénye. A masik az, hogy a kvantummechanika is ezen a nyelven ir6dott,
szoval nem art megbaratkozni vele klasszikusan is.

Hogy attérjiink a Lagrange-i formalizmusb6l a Hamiltoniba, néhany egyszert 1épést kell csak
tenniink. Lagrange-fiiggvény helyett most Hamilton-unk lesz:

H(q,p) = p 4(p) — L(q,4(p)) (8.1)

aminek a valtozoi a (z altalanos) koordinata és az (altalanos) impulzus.
Az Euler-Lagrange egyenlet helyett most két darab Hamilton egyenletiink lesz, amikbdl megkapjuk
a két els6rendt diffegyenletet:

. oM . OH

q= eTp —r= 87q (82)

A negativ elGjel itt fontos, ne felejtsiik el.

8.1. Egyszeri rugb

Nézziink meg elGszor egy egyszert példat: egy sima, egy dimenziés rugét. Ennek a Lagrange-
fliggvénye ugyebar

1 1
L=K-V= §m$2 — §kx2 (8.3)

Hogy attérjiink a Hamiltoni formalizmusra, el6szor is kell valami jo p impulzusvéltozo. Ez lehet a
mér korabbrol ismert altalanos impulzus:

P=5o= ma (8.4)

Tehat az egyenleteinkben & = £ lesz, igy a Lagrange az altalanos koordinataval (¢ = x) és impulzussal
kifejezve:

1 p\2 1 1 1
Cap) = b (2) - kg = L Ly 5
(2,7) 2'm m 2 q 2m 2 9 (8:5)

Beirva ezt, és pg-t a Hamiltoni definici6jaba:
p L 9, 1,5
=p— — — —k 8.6
H pm 2mp +2 4 (8.6)
I 5 1 5

= — —k 8.7
H 5P ~|—2 q (8.7)

Ha szemfiilesek vaguynk, akkor feltiinhet, hogy ez pont a rendszer teljes £ = K + V energidja. Ez
gyakran igy van, de nem mindig. Részletes targyalast a Goldsteinbel taldlunk, de nagyjabol: ha
konzervativ a potenciél illetve nem fiigg a sebességektdl, és az altalanos koordinatak kényszerei
id6fliggetlenek, akkor H = E. Nekiink ez a legtcbb feladatban teljesiil, de kés6bb még visszatériink
ra egy kis altalanositassal.
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Mik leznek ekkor a mozgasegyenletek? Egy-egy derivalas utan:

. OH P . OH
— — = —_ = — = k .
=% = m D=5y q (8.8)
Tehat
. 1 )
g=—p p=—kq (8.9)
m

Amit fel is irhatunk métrixosan, kis gyakorlasként:

()= (2 () o0

Ahol w? = % Kis megjegyzésként egyébként ezzel is szokas felirni a Lagrange-ot: a potencidlis tag
gy

1 1
V= §kzq2 = §mw2q2 (8.11)
Ennek a feladatnak a megoldasit persze mar ismerjiik: derivaljuk le még egyszer az egyik Hamilton
egyenletet.
A
j=—p=—wyq (8.12)
m
Tehat
q(t) = Acos (wt + ¢) (8.13)
G(t) = —wAsin (wt + @) (8.14)
amit visszairva megvan az impulzus is:
p(t) = —mwAsin (wt + @) (8.15)

Ezt is fel lehet irni vektorosan:

<Z> t)=4 (—nizss(iﬂ:fi) go)) (8.16)

Kicsit nézegetve ezt szét tudjuk kapni par részre:

q B 1 0 cos (wt + )
<p> (t)=4 (0 —mw) <sin (wt + cp)) (8.17)
Rajzoljuk le ennek a mozgasnak a fazisterét! Ehhez képzeljink el egy olyna koordinatarendszert,
aminek egyik tengelye ¢, a mésik pedig p. Rakjuk le a tollunkat valamilyen kezdeti pontban, ami
megfelel a t = 0 pillanatnak, aztdn ahogy telik az id§, kovessiik le egy gorbével azt, hogy melyik
pontokba halad tovabb a rendszer. Ez a trajektoria, amit a rendszeriink a mozgés soran bejar.
A fenti példéankra ez relative egyszerii: van jobb oldalt egy koriink. Ez meg van szorozva egy

nyujtast végzé matrixxal, meg valami irrelevans konstanssal. Tehét a fazistér nem lesz més, mint
egy ellipszis.
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8.2. Csillapitott oszcillator

Nézziik meg ehhez képest, hogy mi lesz a csillapitott oszcillator mozgasegyenlete. Az 6 Lagrange-a:

1 1
L= <2mi:2 — 2mwgacz) et (8.18)

szép explicit id&fliggést tertalmaz. De nem baj, attél még tudunk szdmolni, példéul egy kanonikus
impulzust:

1
p = mie i=—e p (8.19)
m
Szoval
: T
dp = —e'p? (8.20)
1 2 —t 1 2,2 vt
=5 preT - omwiate (8.21)
Osszerakva:
1 2 —t 1 2,2 vt
=5 + SmwzTe (8.22)
Amibdl a mozgasegyenletek:
. 1 —~t . 2 t
T =—pe " p=—mw-xe’ (8.23)
m

Mit tudunk mondani ezeknek a megoldasarol? Nézziik meg elészor, hogy van-e fixpontja az egyenle-
teknek:

1
0=—pe "t 5 p=0 (8.24)
m

0=—mw’ze’ - 2=0 (8.25)
Van, méghozza az origo. Kis mellébeszéléssel® nézziik meg, stabil-e. Téritsiik ki az egyenstlyi pontbol
a rendszert egy kis Az és Ap tavolsaggal. Ekkor:

1
b= —e M"Ap p=—mw?e’ Az (8.26)
m

Ha kellSen sok id6 eltelt, akkor e~ ~ 0, tehat az els6t elhanyagolhatjuk. A masodik elGjele pont
ellentétes a kitérités iranyéaval: ez a pont egy stabil vonzopont lesz. A fazistéren ezt fel tudjuk rajzolni
a sima oszcillator alapjan, csak egy kiilonbéggel: a trajektoridk az origdba tartanak. Attol foggden,
hogy tilcsillapitott-e az oszcillatorunk; vagy keringenek koriilétte parat, vagy rogton belezuhannak.

Az érdeklsdsknek: igazabol ez egy jo nagy mellébeszélés, aminek szinte semmi igazsagalapja nincs. Valojaban
a stabilitasvizsgalatot itt célszertibb q¢ — ¢ térben elvégezni, mert ott kideriil, hogy ez egy vonz6 fixpont, mert a
fixpontban kiértékelt Jacobi sajatértékeinek valos része mindig negativ. A képzetes résziik pedig megadjak a mozgas
oszcillalé mivoltjat: ha elttinnek, tulcsillapitast tapasztalunk.
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8.3. Hamilton rugés ingara

22. abra. Rugbs inga.
Véve egy [ nyugalmi hossztusagn rugot, és azt felfiiggesztve egy plafonra, a Lagrange-unk:

1 1 1
L= imf"Q + im(l +17)20% + mg(l 4 1) cos p — imw2r2 (8.27)

Hogy attérjlink a Hamiltoni frmalizmusra, kellenek elGszor is a kanonikus impulzusok:

_or _oc

P = 0

mi Py =m(l +r)% (8.28)

Illetve ezeknek az invertalasa, hogy ki tudjuk fejeznei a sebességeket az impulzusokkal:

.1 ) 1
Tehat a Hamiltonhoz kell§ tagok:
. 1 4 1 2
- - 8.30
4p = —pr + EEL, (8.30)
L o 2 L 5 9
L= 3 Pr + pr +mg(l 4 r)cosp — QMW T (8.31)
Osszekombinélva, a Hamilton:
L 1 2 L, 1 2 L 99
=Pt —— P — > mg(l - 8.32
H mbr + m(l + 7')2p“" ombr 2m(l + 7")2p“0 mg(l+r)cosp + M (8.32)
L, 1 2 L 5 9
=5 + mpso —mg(l 4+ 1) cosp + 5w T (8.33)
Ebbdl a mozgasegyenleteket egy-egy derivalassal kapjuk:
oH 1 OH 1 1
= = — p = = — 8.34
" op, - mPr v o, m(l+ T)QPW (8.34)
. OH 1 1 ) OH .
=5 = —Empi — mg cos ¢ + mw?r —Pyp = 9 =mg(l+7r)siny (8.35)
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Megkaptuk a négy differencidlegyenletet, ami leirja a mozgast. Hogy valamit ranézésre is tudjunk réla
mondani, nézziik meg, hogy van-e egyenstlyi pontja ezeknek, illetve ha igen, akkor hol. Egyensily

akkor van, ha a fenti egyenletek mindegyike nulla, tehat:

1
0= —Pr
m
L1 + mw?
= —— — mg cos mwr
m (1 +r)3p"’ gcosp
Ezek szerint
0 :pT
L1 + mw?
= —— — Mg cos mwr
m (1 —I—r)3p‘P geose

O_

1 1

m (Il +r)2he

0=mg(l +r)sine

Innen a legutolsé el6tti a legbonyolultabb. Bele irva a tobbit, azt latjuk, hogy

2

0=—mg+mwr
g=uw’r
9_ 2
r

(8.36)

(8.37)

(8.38)
(8.39)

(8.40)
(8.41)

(8.42)

Tehat ha az inga frekvencidja megegyezik a rugééval. Ez megérzésre is specialis pont, jo latni, hogy

a matekbdl is kijon.

/////
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8.4. Matrixos feladatok

Erre egy adott példat nem néziink meg, viszont: itt is lehet kisrezgéseket vizsgalni méatrixosan. A

Lagrange altalanos esetben:

1o 1
L=54"M4-;q"Dq (8.43)

Amibdl kellenek nekiink a kanonikus impulzusok. Egy szimbolikus derivalassal
p =M pl=4'M (8.44)

Amit invertalnunk kell, hogy megkapjuk a sebességeket az impulzusokkal kifejezve:

M'p=¢ p’ M1 =¢" (8.45)
Beirva a Lagrange-ba:
L 7,1 -1 L 7
L(g:p) = 5p" M MM™'p - 5q" Dq (8.46)
1 _ 1
Lg,p)=5p' M 'p— 54’ Dq (8.47)
Ehhez jon még hozza
d'p=p'M'p (8.48)
Amiket befrva: ) .
H=5p' M 'p+ 54’ Dq (8.49)

Ebbdl a Hamilton egyenletek egyszertien derivalassal kijonnek:
a=M"'p p=-Dq (8.50)
Derivalva mégegyszer az elsét, és behelyettesitve a mésodikat:

q=M""p (8.51)
=-M"'Dq (8.52)

egy ismerds egyenletet kapunk: innent6l megint johetnek a normalmédusok, pont ahogy eddig.
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8.5. Poisson zardjelek - perdiilet

Baréatkozzunk kicsit a Poisson-zarojelekkel! Definicié szerint:

{f, 9} = 0qfOpg — OpfOqg (8.53)

ami jO, mert vellik le lehet irni egy tetszdleges bdrminek az idéfejlédését:

d
af ={f, H} + 0 f (8.54)

Kiilonos szerepiik van még a Hamiltoni mechanikdban a kanonikus valtozék Poisson-zardjeleinek is.
Definici6 szerint, g és p akkor kanonikusak, ha:

0q; 0q;  0q; Oq;j
i qi} = — L — -1 8.55
{ai a5} O0q Opr  Op; Oq (8:55)

=0 (8.56)

(hasonléan a p-kre), illetve

0q¢; Opj  0Oqi Op;

ppit = 8.57
ta-pj} dq1 Opr  Opy Oqy (8.57)
= 05105, — 0 (8.58)
= 0;j (8.59)
Szamoljunk ki valami bonyolultabbat is, példaul a perdiiletek Poisson-zarojelét:
[LiiLy} =7 (8.60)
ahol
Li = el-jkxjpk (8.61)
Beirva:
OL;0L; OL; OL;
L L;}=—2t229 2”7 8.62
i Ly Oq Opr  Opr Oq (8.62)
Példaul az elsé: oL 5 5
i €ijk9jPk 4q;
= ———— = €ikPk = = €ikPLO = € 8.63
oa, oa, €ijkPk 9a, €ijkPkOjl = €ilkPk ( )
Teljesen hasonléan a tobbi is:
8Lj 6fjmn(]mpn Opn,
= = €imndm 7~ = €midm 8.64
oy opy Jmntm gy, = Cmid (8.64)
Szoval Osszegezve:
{Lia L]} = (eilkpk)(ejml(Jm) - (Qpl‘]p)(ejlnpn) (865)
= €lk€imIPkdm — €ipl€jinGdpPn (866>

Hasznéljuk ki, hogy
€oabCoxy = 5ar(5by - 5ay5ba: (8.67)
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Meg permutéljunk péarat ciklikusan, amivel

€ilk€jmiPkGm = €likEljmPkdm (8.68)
= 0ij0kmPkqm — Oim0;kPkdm (8.69)
= 0ijPkqk — Djl (8.70)
Illetve a mésikra:
€ipl€jindpPn = €lip€LindpPn (8.71)
= 0i0pnqpPn — OindpidpDn (8.72)
= 0ijqpPp — jPi (8.73)

Ebben van egy Osszegelt index: az nyugodan &tirhatd, mondjuk k-ra. Ezzel a teljes:

{Li, Lj} = 0ijprar — it — 0ijPrar + qjpi (8.74)
= qjPi — Dl (8.75)
= <5jn5z’m - 6jm5in>anm (8-76)
= €oji€onmdnPm (8-77)
= €oji(60anTme) (878)
= eojiLo (8.79)
Tehéat:
{Li, Lj} = exjiLly (8.80)
8.6. Kanonikus transzformaciok - oszcillator
Vizsgaljuk még egy picit az egy dimenzids rugoénkat:
2
b 1 2 2
_pr 1 81
H T + 5w (8.81)

Ezt mar ismerjiik, de lattuk, hogy rdnézésre nem olyan kénnyt megoldani a Hamilton egyenleteket.

Széval: térjiink at 0j valtozokra:
2P
q=1/—sinQ (8.82)
mw
= V2Pmw cos Q (8.83)

De ez lehet hogy baj: honnan tudjuk, hogy rajuk is igaz a Hamiltoni mechanika? Ez akkor garantalt,
ha a transzformécié kanonikus. Ennek beldtasara sok mod van: példaul ha belatjuk, hogy

{QaP}%P = {q’p}Q,P =1 (884)
illetve a mésik ketts definiald zarodjelet. Ezt kifejtve:
dq Op  Oq Op

_09a90p 9q 9p 8.85
{g,p} 9Q 0P aPaQ (8.85)

2P 2mw cosQ in@
=4/ — co 2Pmw sin 8.86
g SRR o BV Q (8.86)

mUJ

=cos’Q +sin®Q =1 (8.87)

A t6bbi itt trivialisan teljesiil. Belattuk, hogy ez egy kanonikus transzformaécio, az 1j valtozoink is
kanonikusak, tehat teljesiilnek veliik a Hamilton egyenletek.
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Hasznéaljuk is fel ezeket a valtozokat! Veliik atirhatjuk a Hamiltont:

2P
¢ = —sin’Q
mw

p? = 2Pmw cos® Q

tehat

2P 2 1 2P
= S TMWCos & @ + —mw?® =—sin® Q

2m 2 mw
= Pwcos® Q + wPsin? Q

H = Pw

H

Ez joval egyszeriibb: vele a Hamilton egyenletek

P=0
Q=w

Ezt meg is tudjuk oldani:

E
P = konst. = —
w

Q = w(t —to)

(8.90)

(8.91)
(8.92)

Ezt konnyebb felrajzolni a fazistérre is, illetve a mozgas peridédusidejét is konnyen megkapjuk, mivel:

p x cos Q)
q o sin ()

Ezért a mozgas () + 2m-re valtozatlan. Ezt kifejtve tehat egy periddus alatt

Q) +2r =Q(t+71)
w(t —to) +2m = w(t + 71 —to)
2m

T
w

(8.97)
(8.98)

(8.99)
(8.100)

(8.101)
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9. Ora

A mult oran elkezdtiink megbaratkozni a Hamiltoni mechanika modszereivel. Nézziink most egy rész-
letes példat, amiben Osszefoglalunk nagyjabél mindent ami kellhet egy tipikus feladat megoldésahoz.

9.1. Teljes rendszervizgalat
9.1.1. Kanonikus transzformaciok

Vegyiink egy képzelt rendszert, amely Hamilton fiiggvénye:
2
~ 2msin?Q
szeretnénk ezt megoldani, de ranézésre nem tiinik tl egyszertinek vagy szépnek. Ilyenkor mindig
megprobalkozhatunk (sokféleképpen) egy kanonikus transzformacié segitségével szebb alakra hozni a
Hamiltont. Azt, hogy hogyan tudjuk szebbé transzformalni izlés kérdés: itt a fizikai intuiciora ™ kell
hivatkoznunk.

Példaul ennél a rendszernél: én szeretném, hogy a kinetikus tagunkban csak a kanonikus impulzus
jelenjen meg. Szdval hasraiitésre legyen

e " + a(sin cos Q)%e (9.1)

P
= 9.2
P= Sin Q (92)
Ami majd kideriil, hogy nem teljesen jo, de azt is j6 megtanulni, hogy hogyan lehet korrigalni.Ezen
feliil a sin cos @) se tul szép: legyen

cos@ =q — () = arccosq (9.3)
amivel
P = psinarccosq = p\/1 — ¢ (9.4)
Vajon ez kanonikus transzformacio-e? Nézziik meg a Poisson-zarojelek segitségével:
0QoP 0QOoP
Ployp=——F— — —— 9.5
{Qa }Q,P aq 8]0 8[) aq ( )

- _11_q2m_o (9.6)

— 1 (9.7)

Ez pont egy elGjellel tér el attol amit szeretnénk. Mddositsuk a valtozdinkat gy, hogy ez magjavuljon:
legyen példaul

- 98)
b= sin Q '
amivel mar jok vagyunk. Ezen feliill meg kell még nézni a masik két zarojelet is:
0Q0Q  0Q0Q
= - 9.9
=0-0=0 (9.10)

illetve az egy fokkal bonyolultabb:
oOPOP OPOP
PPy, = =~
P Pher =5, % ~ op 04
=2 _i-¢+V1-¢—2E— =0 (9.12)

=7 -7

(9.11)
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Ez most még trivialis volt, de nem baj, ha gyakorlunk arra az esetre, amikor nem lesz az (t6bb
dmenzios esetben). Minden esetre belattuk, hogy ezzel a valtozocserével is kanonikusak maradunk:
érvényesek rajuk is a Hamilton egyenletek.

9.1.2. Hamilton egyenletek

Kihasznalva a fentieket, a trafé utan a Hamiltonunk:

2
H= ;—me_w +asin®q (9.13)

A feladat kedvéért most csalok egy kicsit: az el6z6 koordinatak alapjan ¢ csak £1 kozé eshetne.
Most demonstracios célokkal legyen g € [—7, w]. Ezzel a megkotéssel tudjuk abrazolni a potencialis
energia exponenciélis lecsengés nélkiili részét:

15
Vo/a
1
0.5
-3 -2.5 -2 -1.5 —1 -05 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
q

24. abra. Lecsengés nélkiili potencialis energia.

Mit tudunk mondani a mozgasrél? Ehhez el6szor is érdemes felirnunk a mozgasegyenleteket:

OH OH
1=, P="% (9.14)
mg=pe "t p=—2singcosq e’ (9.15)

Megoldani 6ket természetesen mar més tészta: numerikusan biztos lehetséges. Analitikusan és
vizuélisan viszont mégis tudunk mondani valamit, a fazisterek és a fixpontvizsgalat mddszereinek
hasznalataval.

9.1.3. Fazistér

A fazistér felrajzolasédhoz kelleni fog most, hogy milyen kezdeti energidval indult a rendszer. Legyen
ez most

2

’H(t:O)zg—m—i—asian:a (9.16)
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Mivel egy disszipativ rendszeriink van, az energia ennél csak kisebb lesz ©: a fazisteriink hatérai
tehat

2

72pm +asin’q<a (9.17)
p? Lo g
Q—Sa—asm g =acos”q (9.18)
m
p* < 2macos® ¢ (9.19)

Ip| < V2mal cosq (9.20)

15
p/V2ma

0.5

25. abra. A fazisteriink hatéarai egy adott kezdeti energiaval.

9.1.4. Fixpontvizsgalat

Van nekiink egy egyenletrendszeriink, mégpedig

g=L et (9.21)
m
p=—2singcosq e’ (9.22)

Az els6 relativve konnyt kérdés amit fel tudunk tenni: van-e ezeknek egy olyan pontja, amibe ha a
rendszer belekertil (akar mert odarakjuk, akar magatol) akkor ott is marad? Ezek a (qo, po) fixpontok,
amiket agy kapunk, hogy a fenti egyenleteket nullava tessziik:

0= L0 ¢t (9.23)
m
0= —2singgcosq e’ (9.24)
Ennek megoldésai:
po=0 (9.25)
a0 € {0, ig, tr} (9.26)

SEzt mindjart be is latjuk.
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Fixpontbél harom fajta lehet:

e Vonzo6, ami bevonza a trajektoridkat. Ide tarthat a rendszer végtelen id6 utan.
e Taszit6, ami taszitja a trajektoridkat. Itt nagyon nem akar lenni a rendszer.

e Nyeregpont, ami egyes irdnyokban vonz, mésik iranyokban pedig taszit.

Hogyan dontsiik el egy pontrol, hogy 6 melyik? Sokféleképpen. Mi most a Linearis Stabilitasvizsgalat
modszerét fogjuk megnézni. Eszerint, ha van egy egyenletrendszeriink, akkor annak tudjuk venni a

Jacobi matrixat: . _
J= (aq‘? a”‘?) (9.27)
= O0yp OpD
Amit ki tudunk értékelni egy-egy fixpontban.
Ezutéan ki kell szamitani a fixpontban vett métrix A sajatértékeit:

e Ha VRe(X) > 0, akkor taszito.
e Ha VRe(\) < 0, akkor vonzo.
e Ha is-is, akkor nyeregpont.

+1 Hletve ha Zm(\) # 0, akkor oszcillalo mozgast fogunk tapasztalni.

Csinaljuk ezt meg most a mi egyenleteinkkel! Elgszor is, a Jacobi:

0 e
J = m 9.28
= (267t(COSQ q —sin?q) 0 ) (9.28)
Vegyiik ezt most a p = 0, ¢ = 7/2 pontban! Ott sinzg =1, cos? 5 =0, tehat a Jacobi:
0 =
i’ﬂﬂ - (26% Téz ) (9.29)

Ennek a sajatértékei:
et 2
M=t — = = (9.30)
m m
Az egyik pozitiv, a mésik negativ: ez tehéat egy nyeregpont lesz.

Nézziik meg ugyanezt a 0, =7 pontokban. Ott

0 et
Ilrjo = <_2€7t o ) (9.31)

aminek a sajatértékei

2
PR — 9.32
- (9.32)

tisztan képzetesek. Na err6l nem mondott semmit a lineéris stabilitasvizsgalat: nem is fog. 7 Itt

kivételesen tudunk viszont triikkozni egyet: a Hamiltoni mechanikdnkbél térjlink vissza a jo oreg
Lagrange-ira:

mi = pe” "t — ype 7t (9.33)

m{ = —2sinqcosq — ype (9.34)

"Itt az érdeklsdsknek ajanlom vagy a Center Manifold Theory modszertanat, ha egy biztosabb moédszerre kivancsiak;
vagy a Lyapunov stabilitast, ha kreativan tudnak megoldéasokat kihuzni egy kalapbol.
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Es visszadézve a csillapitott oszcillatort:

= — =m ’e’Yt
p a4 q
tehat
mg = —2sinqcosq — ymq
Nevezziik el ¢-t mondjuk z-nek! Ekkor
¢g=z
mz = —2sinqcosq — ymz

Erre ugyanigy ré tudjuk kiildeni a fixpontvizsgélatot. A Jacobi itt:

L 0 1
= \—2(cos?q—sin’q) —v

Amit mar nullaban (illetve +m-ben) kiértékelve kicsit mast kapunk:

2
A=y =A)+—=0
m
2
M +yA+—=0
m
v, 1 8
N 2
Ar= o EsT T

(9.35)

(9.36)

(9.39)

(9.40)

(9.41)

(9.42)

Barhogy nézziik, /2 — % kissebb lesz gammanél: még a plusszos megoldas esetében sem tudja

pozitivva tenni a sajatértéket. Tehat mindkett6 negativ: ezek a pontok vonzépontok lesznek.
Mindezeknek a tudataban fel tudjuk rajzolni a fazisteret, és ranézésre megmondani, hogy egy

tetszGleges kezdeti feltételekbdl inditott ponttal nagyjabol mi fog torténni.

pN2ma
05F \\ 'ﬁ‘l N | ///h::
0.0 3 ] ) j 4 uy .

Sy

\ 1

P

26. abra. A rendszeriink fazistere, feltiintetve benne a fixpontokat és a trajektoridkat.

-3

-2

-1

0
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9.1.5. Idéfiiggd mennyiségek

Kivancsiak lehetiink ra, hogy ebben a rendszerben hogyan véltoznak a koordinatakon kiviil egyéb
dolgok is. Nézziik meg példaul, hogy hogyan valtozik a kinetikus energia az idében:

K = {K,H}+ 0K (9.43)
ahol
Ll 9.44
K=—¢" .
5 € (9.44)
Szamoljuk ki a parcidlis derivaltjat:
P2
K = —y——e " = —yK (9.45)
2m
illetve a Poisson zardjelét:
OKOH OKOH
K _Javn YRt 9.46
(K= G- (9.46)
oK 0K oV
i (9.47)
op dp Jq
S qcos get (9.48)
m
2
= ——apsinqcosq (9.49)
m
Hasonléképp, a potencialis energiara:
oV =~V (9.50)
oVOoH OV IOH
v o VO OVOH 9.51
oV 0K
=——-0 9.52
¢ 0p (9-52)
2
= —ap sin g cos q (9.53)
m
Kicsit atirva a dolgokat
2
K = %Q*W — p=V2mKe? (9.54)
m
- : | g—y
V = asin® ge” — sing =4/ —e v (9.55)
utébbibél jon még
sing = 4/ Kef'yt/Q (9.56)
a
Vv
sin? ¢ = Ee_“/t (9.57)
cos’qg=1— Ke*””f (9.58)
a

cosq=1/1— %e_'yt/z (9.59)
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Ezeket beirva:

.2
K = —nj\/mmWZ\/Ze‘W%/ 1— %e‘”tﬂ -7K (9.60)

K= —2\/2“1(1/ (1 - V>e—7t/2 —vK (9.61)
m a

V= 2\/2“1(1/ <1 — V>e—7t/2 +V (9.62)
m a

Ami szintén egy teljesen valid diffegyenlet-rendszer. Erdekes lehet még

(K+V)=—(K-V) (9.63)
N a V _,Yt/2
(K—-V)=—-4 2KV (1-— e — (K +V) (9.64)
Kellen sok id6 utan ez kozelitsleg
7 = —yA (9.65)
A=—4E (9.66)
tehat
E=+%E A =~%A (9.67)

mind az dsszenergia, mind a kinetikus és potenciélis energidk kiilonbsége exponenciélisan lecseng.

9.1.6. Periodusido

Legyen most v = 0! Tehéat
2

H= 2pim + asin’q (9.68)

Ilyenkor csak keringés van: mennyi a frekvenciaja? Ehhez nézziink egy 1j koodrinata trafot:

J_ 55 »dg (9.69)
E=Ej

amit egy olyan korintegrélla néziink, ahol konstans az energia. Legyen a ¢t = (0 pillanatban ez valami

F szam. Ekkor, ha megmarad:
2

E = 2pim + asin?q (9.70)

ami jo, mert a fenti integralba ki kell fejezniink

2

E = 2p—m + asin? ¢ (9.71)
2 p?

E —asi = — 9.72

asin®q =, (9.72)

p= :I:\/Qm(E — asin?q) (9.73)
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most az élet egyszertisitése végett legyen

a=E (9.74)

amivel
pt = £/ 2mFE cos? q (9.75)
p+ = +V2mE | cosq] (9.76)

Az integralhoz rajzoljuk fel, hogy hogyan néz ki egy periddus: elGszor legurulunk a lejtén, aztan fel a
mésik oldalt, aztan pedig vissza ugyanigy. Tehat a g koordinatankban elindulunk —m-t6l, elmegyiink
m-ig, aztan vissza. Mindez alatt milyen az impulzus irdnya? Amig meg nem fordulunk a méasodik
dombtetén addig pozitiv, utdna viszont negativ. Tehét az integralunk hatérai:

g §’§ pdg (9.77)
E=EFj
=/ p+dq+/ p-dq (9.78)

=/ p+dq—/ p-dgq (9.79)

=/ p+dq+/ p+dq (9.80)

:2/ p+dg (9.81)

Ezt mar csak el kell végezni. Amit kapunk:

J =2V2mE | cos g|dg = 8V2mE (9.82)

|
=4

egy konstans, ami egy j6 impulzus valtozé: a kérdés az, hogy mi lesz a hozza tartoz6 w ciklikus

koordinata. Tegyiik fel, hogy kanonikusak. Ekkor
OH

0= —— 9.83

w=57 (9.83)

Mi nekiink J?
J =8V2mE (9.84)

J? =32mE (9.85)
J2
= = (9.86)
tehat
. OE _J E

©“=37 "1om  Vam (9-87)

Ez nem lesz mas, mint a kérmozgas v frekvenciaja (a 27 mentes valtozatban). Vele a periodusids
egyszerlen
1 2m
T=—-—=4— 9.88
> Z (9.88)
Vegyiik észre, hogy ehhez nem kellett nagyon bonyolult lépéseket elvégezniink! Egy diffegyenletet

sem kellett hozza megoldani, csak egyet integralni.
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9.2. Hatas-szog valtozok
9.2.1. Inga

Nézziink meg még egy példat erre a modszerre. Legyen ez a sima inga:

2

H = 2p—m — mgl cosq (9.89)
ebbdl
P
E = o mgl cos q (9.90)
P2

Y _F 91

o + mgl cosq (9.91)

p? = 2mE 4+ m?%glcosq (9.92)
p=+v2mE + m2glcosq (9.93)

l
p==2V2mE/1+ % Ccos ¢ (9.94)

Mik lesznek az & hatéarai? Itt kell figyelembe veniink, hogy az energia fix. Legkénnyebb azt nézni,
amikor az inga sebessége nulla a csticsokban: ekkor

E =0—mglcosq (9.95)
E
cosqp = Tl xo (9.96)

szoval lehet az els6 hatarunk nulla, a fels§ pedig ez. Az integralhoz legyen a véltozdcserénk:

T = cosq (9.97)
d
d—z = —sing (9.98)
1 1
dg=— doz = ———=dz (9.99)

sin q 1 — 2

X0 l
J:ygpdq:él-/ v2mE\/1—|—@cosqdq (9.100)
B 0 2F
— 4V2mE /xo JioE L 4 (9.101)
0 220 /1 — 22 ‘

0 1— T
= 4V2mE / \/ : 22’20 dx (9.102)
0 — X

Ami egy szép ronda integral lesz. Furcsamod pont egy ilyen egyszert problémaéaval gytilik meg
a bajunk, erre nem konnyd alkalmazni a hatésszog-formalizmust. Szoval helyette csinaljunk egy
kisszoges kozelitést:

Tehat:

2 2
p q

Ez majdnem egy harmonikus oszcillator. Ott a kitérés méter dimenzioja, tehat legyen itt is

gm = ¢ (9.104)
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amivel )
I
~2 4 -7 1
H 2m+2mlq (9.105)
ahol felismerhetjiik w = 9-t. A harmonikus oszcillatort pedig mar megoldottuk: tényleg ez az omega
lesz a frekvenciank kis szogekre.
9.2.2. Hiperbolikus potencial
Vizsgaljuk meg a
1
Vig) = _kﬂ (9.106)
q

potencialt! Felrajzolva azt latjuk, hogy ez is periodikus mozgésokat okoz, ha az energia negativ. Mi
lesz ezeknek a frekvencidja?
Szisztematikusan kiindulva, irjuk fel a Hamiltont:

2
P k
H="—— — 9.107
2m  |q| ( )

Majd fejezziik ki a lendiiletet konstans (negativ) energia mellett:

2
P k
r_t g 9.108
2m Tl (9108
k
= 2mm —2mFE (9.109)
ko1
2
P = —2mE (1 - ) 9.110
ETd (9:110)
k1
ps = vV _2mE4 1 - B (9.111)
q
+/oml Bl 14 L (9.112)
py = m — .
|E| |q

Ezt szeretnénk majd kiintegralni egy konstans energia altal megadott zart gorbére. Mi lesz ez a
korintegral? Elészor is kiindulhat a rendszer valamilyen (pozitiv) go pontbol, ahol nincs sebessége,
tehat pg = 0. Ezt kévetSen legurul a ¢ = 0 pontba, majd fel a volgy masik oldalan —qg-ig, mert
szimmetrikus a potencidlunk. Innen visszagurul, amig el nem éri a kiindulasi pontot. Ez szép
szimmetrikus: felbonthatjuk tehat a korintegralt 4 részre:

0 90
55 =4. / p_dg=4- / p+dg (9.113)
F=E, % 0

Amire sziikségiink van, hogy mi lesz ez a qg pont. Kifejezve az energidval, ebben a pontban nem lesz
kinetikus energiank, tehat

E| :q]’z (9.115)
k

(9.116)
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Igy az elvégzends integral a hatas kiszamitasahoz:

k/|B] e 1
0

Végezziink el egy valtozocserét, amit két dolog motival: egyrészt az integral fels6 hatara, masrészt
pedig az integrandusban megjeleng faktorok a ¢ mellett:

E E

u= uq — du = udq (9.118)
k k
k

up =1 dg = —du (9.119)
£

Ezzel az integral nem lesz mas, mint

k L/
J = 4\/2m|E|E / 1+ —du (9.120)
0 u
R ——
=7

Ahol az integral eredménye valamilyen szam. Ne is szamoljuk ki, csak folytassuk az atalakitast:

J = 4vmk——1 (9.121)

VIE]

Megfeleltetve az energiat a Haimltonnak, ezt 4t tudjuk rendezni:

1
VIE| =4V 2mklj (9.122)
1
|E| = 32mk2I2ﬁ (9.123)
1
H= —32m/~c212ﬁ (9.124)
Ebben az alakban nem szerepel altaldnos w koordinata: J megmarad, igy
oH
v =konst. =v=— 9.125
w ons v 97 ( )
Szamitsuk is ezt ki:
v=2-32mk*1*J 3 (9.126)
2mk? 1>
= 2%3@3/2 (9.127)
(4vV2mkI)
1
v=—|E}? 9.128
T (9.128)

A teljesség jegyében még az integralt kiszamithatjuk:

1
[ 1

/ Lt —du = V2 + arcsinh(1) (9.129)
0

Igy a végleges eredményiink a periodusidére:

7= _ VEamk (V2 +arcsinh(1)) | B ~%/2 (9.130)
1%
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9.3. +1 Kanonikus trafo

Nézziink meg mégegy kanonikus transzformaciot. Legyen a kalapbol kihtzott® Hamiltonunk:

1 1 ; ;
H= o PP P — au? ((QP)Z + (QP)_Z)
a
Ezt még alakitsuk kicsit. Tudjuk a logaritmikus azonossagokbol, hogy

In P9 =Q*In P

Iletve
cosT = 761'1 te
N 2
| eilnx _’_efilnm .fL'i _}_.,Efi
nxr = =
cos 5 5
Amivel ) .
cosln@QP = (QP)" + (@P)
2

Tehat a Haimlton 1
H = 2—Q2P2 In? P — aw? cosIn (QP)
a

Egy masik kalapbdl kihtzva, szép lenne a Hamilton, ha
p=QPInP ¢g=In(QP)=n@Q+InP

Kanonikus-e ez a transzformacié? Nézziik meg:
1 P 1
=— mP+—|—-—=-PlnP
{a,p}o.p 0 Q(n +P> p Pl
=lnP+1-InhP=1

Ez teljesiil. A maésik ket§ trivialis, de azért kiirva:

fedton— AL L1 _
q,q Q,P—QP QP_
{p,p}op=PmP-QInP+1)—PlnP-QInP+1)=0

0

Tehéat a Hamilton az Ggy rendszerben, szintén kanonikus valtozokkal:

p?
H= 20 aw? cos q
a
»?
= o mgR cos Q)

ami egy ismerds rendszert ir le: az egyszerd ingéat.

(9.131)

(9.132)

(9.133)

(9.134)

(9.135)

(9.136)

(9.137)

(9.138)

(9.139)

(9.140)

(9.141)

(9.142)

(9.143)

8Erdeklédsknek: végtelen sok ilyen feladatot lehet gyartani (akar gyakorlasi céllal, akar egy ZH-ba) a generator-
fiiggvények segitségével. Tetszleges P (g, P) fiiggvényre megkaphatjuk az attranszformalt kanonikus valtozokat, két
derivalassal: |Q| = |0p®(q, P)|, |p| = |04®(q, P)| (hasonloképp példaul egy (g, Q)-ra, stb.). Az el§jelek attol fiiggnek,

hogy a generator hasaban melyik koordinatak vannak a régi illetve az 1j alakban.


https://phys.libretexts.org/Bookshelves/Classical_Mechanics/Variational_Principles_in_Classical_Mechanics_(Cline)/15%3A_Advanced_Hamiltonian_Mechanics/15.03%3A_Canonical_Transformations_in_Hamiltonian_Mechanics
https://phys.libretexts.org/Bookshelves/Classical_Mechanics/Variational_Principles_in_Classical_Mechanics_(Cline)/15%3A_Advanced_Hamiltonian_Mechanics/15.03%3A_Canonical_Transformations_in_Hamiltonian_Mechanics
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10. o6ra

10.1. Adiabatikus invarians

Miltkor volt hatés-szog valtozok: ezek jok, mert periodikus mozgésra egyszertiek, ciklikusra vezetnek.
Mi van, ha valami lassan valtozik?

10.1.1. Oszcillator

Legyen

1
H= o P (p* + m*w?q?) (10.1)

ahol lassan valtozik a frekvencia! Mi torténik ekkor. Kell az ad. invaridns, ami a hatas:

g %pdq (10.2)

valami zart palyara. Ennek tetején
2F

- e 10.3
w="—3 (10.3)

meg ugyebar

p=V2 1-— —2q2 (10.4)

2F
szoval
@ M2
J =4V 2mE/ 1 - ——¢%dq (10.5)
; 2
legyen
me? — dg= /2L (10.6)
op 171 1=\ e '
tehét

1
J =4V2mE\/ 2E2/ V1—u2du (10.7)
mw 0

Most nézziik meg az integrélt, gyakoroljunk

u = sinw (10.8)
w = arcsinu (10.9)

dw 1 1
— = = 10.10
du V1 — u2 cos w ( )
du = cos wdw (10.11)

illetve a hatarokon

0 = sin wy — wo =0 (10.12)
1 = sinw; s wy = g (10.13)
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/2

cos? wdw

1 s
/ V1—u?du = /
0 0
Mi lesz ez, egy fél periodusra kiatlagolva? Hat,

sin? + cos® =1

/71'/2 . ™
0 2
Na de ezek megfelezik: az integrél tehat

/2
/ cos? wdw =
0

[2E [!
J =4V2mE 2/ V1 —u?du
mw 0
—amE 2B T

mw? 4
FE
=2r—
w

ami egy fél periddusra

N

Visszirva mindent:

ami invarians! Tehat az egyik valtozasat kompenzalnia kell a masiknak, igy

F xw

10.1.2. Pattogé labda

Legyen egy pattogoé labdank, de a gravitacié valtozik az idGben:

P
= — t
H 5 + my(t)q

viszont lassan: egy peridédus alatt alig. Ekkor

J = konst.

invarians marad. Szamitsuk is ki! Elgszor az energia

9
=V2mE, /1 - =
p m 2Eq
Ey = mgh
amibdl
h=E/(mg)
Jz%pdqu\/QmE/ 1—iqdq
0 2F
legyen
2F
%q =u — dg = ?du
1
ug = ih — Uy = —

(10.14)

(10.15)

(10.16)

(10.17)

(10.18)

(10.19)

(10.20)

(10.21)

(10.22)

(10.23)

(10.24)

(10.25)

(10.26)

(10.27)

(10.28)
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1/(2m

2F )
Jz%pdq:2\/2m — V1 —udu
9 Jo

3/2
Y 2E.2<1_[1_1} )
g 3 2m

3/2 3/2
=S ( [N )
3 g 2m

az integral eredménye megint nem kiilénosebben érdekes: ami szamit, az

E3/2
J x = konst.
g
ergo
B g?/3
és mivel h < E/g
h o 971/3

10.2. Szimmetriak
10.2.1. Forgatasok

Kezdjiik valami egyszertivel: nézziink egy centralis potencialt 2D-ben

1
H=— (02 +1}) +V(Va? +y?)

2m

(10.29)

(10.30)

(10.31)

(10.32)

(10.33)

(10.34)

(10.35)

Lassuk be, hogy erre a forgatés egy szimmetria, és a hozza tartozdé megmaradd mennyiség a perdiilet.

El6szor is:
L = zpy — ypa
tehat ami kell:

{L, 7‘[} = {(ﬂfpy - ypx)a /H}
= {zpy, H} — {yp2, H}
= :z:{py, H} + {377 H}py - y{p:ca H} - {ya H}p$

Mik ezek a zarojelek? El@szor is, frjuk ki az els6t

Opy O Opy OH  Op, OH  Op, OH

P My = Opy ™ Ope 02 Oy Op,  Op, Oy

ranézésre egyetlen egy lesz ami nem biztos, hogy nulla:

_ Opy OH
{py7H} - 8py ay

_ Vet y?)

dy
Menjiink tovabb! Mi lesz hasonloképp

OH
Opz

{z,H}=1"-
Pz

m

(10.36)

(10.37)
(10.38)
(10.39)

(10.40)

(10.41)

(10.42)

(10.43)

(10.44)
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Amibdl az elsd két tag:

PPy pe 1Y — {y. H)pa

{LH) = 20,V + ==

Kis szimmetriaval, a méasik kett6:

(LH} = —a0,V + 222 1y, v — Poly
m m

= —x0yV +y0,V

Na de

X
8xV( \/ .T2 + y2) X 7,7-%2 T y2

Y
oV (Va2 +y?) x W

Tehét 6sszegezve:

{L,H}zc-( -y -y ):0

N R

Tehét ez egy megamradd mennyiség. Mit fog generalni? Ehhez nézziik meg, mi lesz

OL
op, 7
oL
a—py—x
OL

or Py
oL
%__pm

mintha & lenne a Hamilton. Ezekhez valami s idpszers paraméterre:

T =—y Yy =z
Py = —Dy Py = Do

ami egy szép diffegyenlet rendszer. Kicsit szérakozva vele:

" / /! /
r =-Yy =— Py = =Py = Pz
xr = Rcosws pr = Pcosws
y = Rsinws Pz = Psinws

Latjuk, hogy az s paraméter egy forgatast okoz. Ezt le lehet rajzolni szépen a fazistérben.

10.2.2. 2D-s oszcillator

Legyen

1 2 2 2 2 2
HZ%(szrpy)erw (° +y7)

(10.45)

(10.46)
(10.47)

(10.48)

(10.49)

(10.50)

(10.51)
(10.52)

(10.53)

(10.54)

(10.55)
(10.56)

(10.57)
(10.58)
(10.59)

(10.60)
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Vegylik észre hogy
H - E1 + E2

szoval hatés-szoggel
7‘[ = w(P1 + PQ)

szép egyszerd, de van mas mod is. Legyen

Ay = (p—:;sj —l—’mw?mrj)

N | —

vegylik észre hogy
An = Ey Az = E»
na de mi lesz az offidag:
1
App = Ao = o (papy + m*wzy)
ez vajon megmarad-e, mint az energiak?

0A12 0H  0A1p0H  0A1p 0H  0A130H

A, H} = — —
{4, 71} Ooxr Op,  Op, Ox + dy Opy,  Opy Oy
w?m wm p
=y B B yp WPy,
2 m 2 m

=0

Megmarad! Na de mi a jelentése?

A%Q = (pxpy + m2w2xy)2

4m?
1
=13 (p2p2 + m'w'a?y? + 2m*w’zyp.py)

b, N m2w
4m? 4

2 2 2 ?
p w d
- <pz + mw2x2> (y + mwQ?Jz) = 5 @y YR + 2 ypap,y

4 2
2.2 W
a;y+2

TYPxPy

2m 4 4
2

w
=.E1Eb-—‘zf(wpy-ypx)2

2
:&@—%B

Tehét az energiakbdl és a lendiiletbdl tevédik Gssze.
Legyen

g 1 Ao+ A1 A1a papy
P e
w 2 w 2mw
1 Ay — Ay 1 y?
= - = (P, —p2) +

Ty
+ mw 5

Sa

w 2  dmw me

Ok egy rakas mozgasallandobol tevédnek Gssze: 6k is azok. Miért szebbek? Neézziik
92 — i%?
1 — w2
E% + E22 — 2F1 Ey
4w?

S2 =

(10.61)

(10.62)

(10.63)

(10.64)

(10.65)

(10.66)

(10.67)
(10.68)

(10.69)

(10.70)
(10.71)
(10.72)

(10.73)

(10.74)

(10.75)

(10.76)

(10.77)

(10.78)
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Az el6zbek alapjan, mi lesz z Osszelik?

FE1Ey 1 _, E?4+FE2-2E F,

2 2
— i 10.
SP+ 83 == 5 - L+ s (10.79)
1 E? + F24+2E,E, 1
S 1 2 B 10.80
4 * 42 4 ( )
1 (E1 + E»)?
=[P 2 10.81
4 + 4w? ( )

szoval vezessiik be még
L _
S3=73 = TPy — YPx > YPa (10.82)

amivel mar )

H

E =2uwy\/S? + S5 + 53 (10.84)

tudunk tekinteni egy 3D-s gombfeliiletként az S-ek terében. Na de ezek megmarad6é mennyiségek:
miylen szimmetria tartozik hozzajuk? A gémb mar segit. Nézziik meg ehhez most

(10.83)

Mit mond ez? Egy adott energiara:

1 PPy wy)
{S3,51} = 2{(:cpy YDz )s (2mw + mw 5 } (10.85)
1 DzDy xy) (pa:py xy) }
=3 [{:vpy, <2mw +mw= } —{ypas o, T MY } (10.86)
Innen
x
{zpy, (;55 + mw?y)} =7 (10.87)
_ PaPy ﬁ) (pmpy @) )
z{py, (2mw + mw 5 }+A{z, e + mw 5 Yoy (10.88)
Egy tagban lesz a derivalt nem nulla:
Opy O [ papy ry\ Oz O (papy Ty
=T — —— —= 10.89
mpray (2mw+mw 2)+3x8px <2mw+mw 2 )py ( )
x
-z (mwg) + (27;;) Py (10.90)
2 2
D 1
= —mw% + 27;;&} =5 (—mPw?a® + p) (10.91)
A masik hasonléan
PP Ty 1
{ypa:a (2;5 + mwg)} = % (—m2w2y2 +pi) (10.92)
Tehét 6sszevonva:
1
{Ss,51} = P [—m?w?z? —I—pz + mPw?y? — p2] (10.93)
1
= s [pz —p2 +mity? — m2w2m2] (10.94)
2,2 2 .2
S (10.95)

=5, (10.96)
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Teljesen hasonlé moédon be lehet 1atni a masik kettére is, igy

{Si, 55} = €k Sk (10.97)
Ami pont olyan, mint a forgatasokat general6 perdiiletek: ezek a megmaradd mennyiségek a fent
emlitett gdbmbon valéd forgatasokat generaljak, mint szimmetridkat.
10.3. Hamilton-Jacobi
10.3.1. Grav tér

A Hamilton-Jacobi eg ymésik formulécio, mely szerint
OS+H=0 (10.98)
Ez egy diffegyenletet ad S-re, mivel
S =-H(t,q,p) = —H(t,q,VS) (10.99)

ez szép absztrakt, meg amigy nem is feltétleniil hasznos, de att6l még baratkozzunk vele!
Legytink 2D-ben, egy homogén grav potenciallal! Ekkor

1
H =5~ (pi+p2) +mgz (10.100)

Ezt atirva, nekiink a Hamilton-Jacobi egyenletiink:

1

o [((%S)Q + (aZS)Q] +mgz + 9,8 =0 (10.101)

Ami egy szép diffegyenlet S-re. Keressiik e megoldéasat szeparalt alakban:
S(t,x,z) =T(t) + X(z) + Z(2) (10.102)
Tegyiik fel, hogy az energia megamradT Ekkor H nem fiigg t-t6l, tehat
0rS = 0,T(t) = konst. (10.103)

Ezt megoldja:
T(t)=—Et (10.104)
meg melelsleg ekkor H = E. A t6bbit beirva:

1 2 2 B
o [0+ (0.2) ] tmgz=E (10.105)

Van egy egyenletiink, ami valami konstanssal egynlg, és két olyan fiiggvény van benne ami egymastol
fiiggetlen: 6k i konstansok lesznek! Mashogy nme teljesiilhet

L @0.x)2 =, (10.106)

2m
1
o (0.2)* + mgz = J, (10.107)
Jo+J.=E (10.108)
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Ez most két, egyméstol szeparalt diffegyenlet:

1 2
—_— = Jg
5 (0:X) J.
0. X = v2mJ,

X(x) = 2/2mJ,
ami egyszerd. A masik egy fokkal bonyibb:
(0.2)* = 2m.J, — 2m2gz
0.2 = 2m\/J. —mgz
2(:) = Vam [ I~ mgad

J,—mgz=u

dv _
dz mg
1
2 2
2() = 5\ o
8
Z(z) = — W(JZ - m92)3/2

Tehat meg is oldottuk a diffegyenletet S-re:

S(t,x,2) =x/2mdy — 4/ 97:92 (], —mg2)32 — (Jy + J.)t

(10.120)

O irja le a mozgast. Nem tul szemléletes, de ki tudjuk hasznalni, hogy a bevezetett J-k konstans

impulzusok: tehat

Wy = Vy = 05 Wy = Uy = a—s
‘ Y0, vy 0Jy
Amibdl
m 2(J, —mgz)
Ve =X E —t Vy = — T —1
amik szintén konstansok. Invertalva ezeket a kifejezéseket a koordinatékra:
2Jx Jz g 2
x m(l/1+ ) =g 2(1/24- )

2J. 2J. J
=/ v 4y —t z= Z—g(l/z—i—t)Q
m m 2m 2

felismerehtiink par dolgot:

2Jz T Jz g 2

— =0 — — vl =2
m 2m 2

vzl = Tg —gu, = §

megkaptuk a ferde hajitast, csak kicsit furcsan paraméterezve.

(10.121)

(10.122)

(10.123)

(10.124)

(10.125)
(10.126)
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10.3.2. Oszcillator

Legyen most
H= 21 (p +m2w2q2) oS
megitns szeparéljuk S-t:
S=W-—-FEt
Amivel
- [(&]W) +m2w2q2} =F
ami egy darab diffegyenlet:

6t vigan fel tudjuk integralni:

2
:\/Qm/\/E—m;} q? dq

most 6t hagyjuk is igy egy picit. Vele a hatas:
Derivaljuk le ezt parcidlisan E szerint:
05 _ V2 !
OF

majd legyen

—wq = — dg = —1/ —d
2quu qwmq

tehat

8 e Wl e

— arcsin U
w

1 . mw?
= — arcsin —
w 2F 9

OpS +t=1t—t

- 1 . mw?
— tg = — arcsin —
0 w 2F 9

mw?

sin (w(t — to)) = S5 ¢

Ami marad még, az

Tgy osszegezve:

2F
mw?

q= sin (w(t — tg))

egy szép ismert megoldas.

(10.127)

(10.128)

(10.129)

(10.130)

(10.131)

(10.132)

(10.133)

(10.134)

(10.135)

(10.136)

(10.137)

(10.138)

(10.139)

(10.140)

(10.141)
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